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LOI CAM DOAN

To6i xin cam doan cic két qua dude nghién cttu va trinh bay trong luan an nay
13 clia riéng toi hodc clia dong téc gid va da dude cac dong tac gid cho phép toi
dua vao luan an.
ba Ning, ngay 19 thang 06 nam 2025
Nghién cttu sinh

Truong Thi Thuy Van



L.OI CAM ON

Luan an nay dugc hoan thanh tai Truong Dai hoc Su pham — Dai hoc Da
Néng, dudi sy huéng dan cia PGS.TS. Truong Cong Quynh va TS. Tran Hoai
Ngoc Nhan.

Trude hét, toi xin bay t6 long biét on sau sic dén PGS.TS. Truong Cong
Quynh vi sy huéng dan tan tinh va nhitng dinh huéng quy bau ma Thay da danh
cho t6i trong suét qua trinh hoc tap, nghién citu va thiic hién luan an. Thay khong
chi truyén dat kién thic chuyén mon ma con luon dong vién, khich lé toi vuot qua
nhitng khé khan trong qué trinh nghién ctu.

To6i cling xin gt 161 cAm on chan thanh dén TS. Tran Hoai Ngoc Nhan vi sy
chia sé kién thtic, kinh nghiém va sy hd trg quy bau trong sudt qua trinh thic hién
luan an.

To6i xin cam on GS.TS. Lé Van Thuyét, PGS.TS. Nguyén Chanh Ta va TS.
Nguyén Ngoc Chau da tan tinh truyeén dat kién thitc cac hoc phan hé trg, ciing
nhu trang bi cho toi k¥ ning va phuong phap nghién citu khoa hoc. Nhitng kién
thiic va k¥ nang nay 1a nén tang quan trong gitup toi hoan thanh luan an.

Toi chan thanh cdm on quy Thay/Co, quy dong nghiép va cac Anh/Chi da
tham du seminar, doc va déng gép ¥ kién cho noi dung luan an. Nhitng nhan xét
va gop ¥ quy bau ay da gitp toi hoan thién luan an tot hon.

T6i xin tran trong cam on Ban Giam hiéu Truong Dai hoc Su pham — Dai hoc
Da Néng, Phong Dao tao, Khoa Toan — Tin va cac phong ban lién quan da ho trg

tich ciic trong suét qua trinh toi hoc tap va nghién citu tai Truong.

To6i cling xin gii 10i cadm on dén Ban Giam hiéu Truong Dai hoc Su pham
K§ thuat Vinh Long, quy Thay/Co Khoa Khoa hoc Co ban va Khoa Cong nghé
Thong tin ciing cac don vi lien quan da tao diéu kién thuan 1gi dé toi tap trung
thyc hién luan an. Sy hd trg ctia Nha truong 1a yéu t6 quan trong gitp toi hoan
thanh t6t cong viéc nghién ciiu.

Cudi cuing, toi xin bay té long biét on sau sac dén gia dinh — nhitng ngudi luon
dong hanh, ting ho va khich lé toi. Tinh yéu thuong va sy dong vien clia gia dinh
1a nguon dong Iiic to 16n gitip t6i vust qua moi thit thach va hoan thanh luan an
nay.

Nghién cttu sinh

Truong Thi Thuy Van



TOM TAT DE TAI BANG HAI NGON NGU
TIENG VIET VA TIENG ANH

Té6m tit

Luan an nghién cttu moédun giad xa dnh dé dac trung cac 16p vanh co dién va
modun bat bién liiy linh trén vanh ma tran tam giac hinh thic. Luan 4n nghién
citu vanh ma moi idean phai la bat bién déng cau, khong chita mot tap vo han céc
phan t liiy ding truc giao vi vanh ma moi idéan phai 1a bat bién liy linh. Noi
dung luan an c6 ba chuong. Trong Chuong 1, chiing t6i nhéic lai nhitng khai niem
va kién thitc can thiét cho Chuong 2 va Chuong 3. Trong Chuong 2, ching toi dac
trung vanh hoan chinh phai, vanh nita hoan chinh, vanh nita di truyén phai, vanh
di truyén phai cling cic md rong véi phil gid xa anh va tinh gid xa dnh ctia modun.
Chiing t6i cling nghién citu dac trung vanh nita dia phuong va vanh Artin idéan
chinh thong qua modun gid xa anh. Két qua chinh clia ching t6i trong chuong nay
la khing dinh 16p modun gia xa anh trung véi 16p modun gia noi xa trén vanh
Artin idéan chinh. Trong Chuong 3, chung t6i nghién citu 16p a-vanh phai I-hitu
han, nghién cttu mé rong ciia 16p a-vanh phai, dé 14 vanh ma moi idéan phai 1a bat
bién Iy linh, goi 1a n-vanh phai. Két qua chinh clia chiing t6i trong chuong nay 13
chi ra cau tric cac 16p vanh d6. Méi a-vanh phai I-hitu han 1a tong truc tiép cta
mot vanh Artin nita don va mot vanh nita hoan chinh co sd. Ching t6i cling ching
minh rang méi a-vanh phai I-hitu han khong phan tich duge, khong vanh don va
c6 cac phan tit liiy dang khong tam thuong la vanh tia Frobenius. Ching toi dua
ra cau tric ciia n-vanh phai do la tong truc tiép ctia mot vanh Artin nita don chinh
phuong day di va mot vanh khong chinh phuong phai. Chiing toi khang dinh mdi
n-vanh phai c6 tinh chat gian uéc trong va on dinh hitu han. Hon nita, mdi n-vanh
phai chinh quy khong ¢6 modun con don la vanh chinh quy manh. Ngoai ra, chiing

toi da xac dinh diic trung ctia modun bat bién liy linh trén vanh ma tran tam gidc
R M
hinh thic. V6i vanh ma tran tam giac hinh thitc K = (0 S) , trong d6 R va S

14 cac vanh, M 1a R — S-song modun, néu méi K-modun phai (XY, f) 1a bat bién
luy linh thi Y 1a S-modun phai bat bién liy linh, tap H = {z € X | f(r ®@ m) = 0,
Vm € M} la R-modun phai bat bién liy linh. V6i cac két qua dat dugc, noi dung
luan an c6 ¥ nghia quan trong trong viéc nghién cttu ly thuyét vanh va modun,
g6p phan lam phong pha thém diic trung cia mot sé 16p vanh ¢b dién. Viec khai
quat hoa 16p a-vanh phai dua ra mot 16p vanh mdéi 1a n-vanh phai, mé thém mot
huéng nghién cttu cho nhitng nguodi nghién citu Iy thuyét vanh va modun.
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Abstract

This thesis studies pseudo-projective modules to characterize classical rings
and nilpotent-invariant modules over a formal triangular matrix ring. We investi-
gate rings in which all right ideals are automorphism-invariant and do not contain
an infinite set of orthogonal idempotent elements. We study rings in which ev-
ery ideal is nilpotent-invariant. This thesis has three chapters. In Chapter 1, we
review the concepts and background results for Chapters 2 and 3. In Chapter 2,
we characterize right perfect rings, semiperfect rings, right semihereditary rings,
right hereditary rings and their extensions with the pseudo-projective cover and
pseudo-projectivity of modules. We present some characterizations of semilocal
rings and Artinian principal ideal rings via pseudo-projective modules. The main
result of this chapter shows that the class of pseudo-projective modules coincides
with the class of pseudo-injective modules. In Chapter 3, we study the class of
right I-finite a-rings and generalize a-rings to rings in which every right ideal is
nilpotent-invariant, called right n-rings. The main result of this chapter is the de-
termination of the structure of these classes of rings. Every right [-finite a-ring
is a direct sum of a semisimple Artinian ring and a basic semiperfect ring. We
also prove that every indecomposable non-simple right I-finite a-ring with non-
trivial idempotents is a quasi Frobenius ring. We show that a right n-ring has a
ring decomposition into the direct sum of a square-full semisimple Artinian ring
and a right square-free ring. We conclude that every right n-ring satisfies the in-
ternal cancellation property and is stably-finite. Furthermore, every regular right
n-ring with zero right socle is strongly regular. Besides, we also provide charac-

terizations of nilpotent-invariant modules over formal triangular matrix rings. Let

R M . . . .
=y s be a formal triangular matrix ring, where R and S are rings, M is

an R-S-bimodule. If (XY, f) is a nilpotent-invariant right K-module then Y is a
nilpotent-invariant right S-module and H = {z € X | f(zr®m) =0, Ym € M} is a
nilpotent-invariant right R-module. From the obtained results, this thesis plays an
important role in the study of ring and module theory and contributes to enriching
the characterizations of classical rings. Generalizations of right a-rings have led to
a new class, called right n-rings, opening up another research direction for ring and
module theory researchers.
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DANH MUC CAC KY HIEU

Ky hiéu Nghia cua ky hiéu
E(M) Bao noi xa cia médun M
End(M) Vanh cac ty dong cau ctia modun M
Hompg(M, N) Tap cac dong cau tit R-modun M dén R-modun N
Im(f) Anh ctia ddng cau f
Ker(f) Nhan ctia dong cau f
Mg M la R-modun phai
@iel M; Tong truc tiép ciia ho cac modun M;
[Lier M Tich truc tiép ctia ho cac modun M;
MWD Téng truc tiép I ban sao ctia modun M
M1 Tich truc tiép I ban sao ctia modun M
M, (R) Vanh cac ma tran vuong cap n véi hé ti trén vanh R
N<M N 1la modun con cua M
N<¢M N 1a modun con cot yéu ctia M
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N<® M N 1a hang t1 trice tiép ctia M
N=M N déng cau véi M

Rad(M) (J(R)) Can Jacobson ctia moédun M (Can Jacobson ciia vanh R)
Soc(RR) (Soc(grR)) Dé phai (trai) clia vanh R
rr(X) (Ir(X)) Linh hoéa tt phai (tréi) cta X trong R
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MG DAU

1. Ly do chon dé tai

Khai niem modun noi xa duge Baer [4] gidi thieu dau tién vao nam 1940. Mot
modun M dude goi 1a noi xa néu moi dong cau tit modun con A ctia modun N
dén M mé rong dude dén dong cau tit N vao M. D6i ngau véi khai niem noi xa la
xa anh, duge Cartan va Eilenberg [8] dua ra vao nam 1956. Mot modun M duge
goi 14 xa anh néu véi moi modun A, véi moéi modun con X ciia A, moi dong cau
©: M — A/X c6 thé nang dén dong cau ¢ : M — A. Lép modun noi xa cling véi
16p modun déi ngau clia né da cé nhieéu ting dung trong nghién citu 1y thuyét vanh.
Chéng han nhu Faith va Walker [14] da dic trung cac vanh tua Frobenius thong
qua 16p modun ndi xa va xa anh; Colby va Rutter [11] da ding modun xa anh dé

dic trung cdc vanh ntta di truyen va di truyen.

Nhitng nam sau do6, khai niém modun noéi xa va cac mdé rong da nhan duge
su quan tam nghién citu ciia nhiéu tac gid trong va ngoai nude. Mot trong cac md
rong quan trong cua I6p modun noi xa la 16p modun tya noi xa. Lép modun nay
duge Johnson va Wong [24] gidi thieu vao nam 1961, d6 la 16p modun bat bién
qua cac ti dong cau clia bao noi xa ciia né. D6i ngdu véi khai niem tira noi xa 13
tita xa anh. Khéi niém nay da duge Wu va Jans [51] phat biéu vao nam 1967. Mot
modun M dudc goi 1a tua xa dnh néu véi mdi modun con X clia M, moi dong cau
f: M — M/X c6 thé nang dén tit dong cau ctia M. Nhiéu tac gia cling da dac
trung mot s6 16p vanh co dién thong qua céc 16p modun nay. Cu thé, céc két qua
cia Golan [16] dac trung vanh Artin nita don, vanh nita hoan chinh, vanh hoan
chinh, vanh ntta di truyén, vanh di truyén, PP-vanh thong qua cadc modun tya xa
anh. Fuller ciing da x4c dinh diic trung ctia vanh chudi tong quét trong [15], d6
la 16p vanh ma mdi modun khong phan tich duge la tya noi xa hay moi modun
khong phan tich dugce la tira xa anh.

Nam 1967, Singh va Jain [43] da dua ra khai niem modun gié noi xa, d6 1a mé
rong cia 16p modun tiya noi xa. Mot modun M duge goi 14 gid noi xa néu véi moi
modun con N ciia M, mdi don cau tit N vio M md rong dén tu dong cau ctia M.
Nam 1969, Dickson va Fuller [12] da nghién citu 16p modun khong phan tich duge
tya noi xa. Cac tac gid nay chi ra rang cac modun khong phan tich duge trén mot
dai s6 K 1a tua noi xa néu va chi néu né bat bién qua cac tu dang cau ctia bao noi
xa ctia n6. Xuat phat tit két qua nay, Lee va Zhou [32] dua ra khai niem modun
bat bién dang cau vao nam 2013. Mot modun 1a bat bién dang cAu néu modun
do6 bat bién qua cac tu dang cau ciia bao noi xa. Sau dé, Er, Singh vi Srivastava

[13] da chi ra ring 16p modun bat bién dédng cau va 16p modun gid noi xa la tring



nhau. Déi ngau véi khai niém gid noi xa la gid xa anh. Khai niém nay ciing déng
vai trd quan trong trong nghién citu 1y thuyét vanh. Trong [46], mot modun M
dudc goi l1a gid xa anh néu véi moi modun A va cac toan cau f, g : M — A thi luon
ton tai tu dong cau h cia M sao cho f = goh. Tiwary va Pandeya [46] da sit dung
tinh chat gia xa anh dé dac trung vanh Artin nita don va vanh hoan chinh phai.
Nam 2024, Trang va Dung [47] da nghién citu modun gid xa anh dé dac trung vanh
Artin nita don va vanh ma tran tam giac hinh thic. Tuy nhién, nghién citu vé dic
trung cac 16p vanh c6 dién nhu vanh di truyén, nita dia phuong hoac Artin idéan
chinh thong qua 16p modun gid xa d4nh van con han ché. Xuat phat tit diéu nay,
luan 4n tap trung nghién cttu tinh chat gid xa anh ciia modun nham dic trung
mot s6 16p vanh ¢6 dién.

Tiép tuc nghién ctu md rong ctia modun bat bién ding ciu, Kosan va Quynh
[26] da gidi thieu modun bat bién liy linh vao nam 2017. Mot modun M duge goi
1a bat bién lity linh néu M bat bién qua cac tu dong cau lity linh ctia bao noi xa.
Lép modun bat bién dang cau va 16p modun bat bién liy linh ciing c6 nhitng tinh
chat tuong ty: ciing thoa man didu kién (C3); tong tryc tiép clia hai ban sao 1a bat
bién lity linh hodic bat bién déng cau khi va chi khi médun dé la tua noi xa. Tuy
nhién, mot s6 tinh chat ctia 16p modun bat bién lity linh khong con tuong tu khi
xem xét cho 16p modun bat bién déng cau. Ching han, vanh tu dong ciu clia cac
modun bat bién ding cau la nita chinh quy va cin Jacobson clia vanh tring véi
idean phai suy bién; mot modun bat bién dang cau ld modun clean; nhitng tinh
chat nay khong con dang véi 16p modun bat bién liy linh. Nhu vay, 16p modun
bat bién lity linh 13 md rong that su ctia 16p modun bat bién déng cau. Nam 2021,
Quynh, Abyzov va Tai [37] d& md rong cic tinh chat va ddi ngau khai niem trén.
Trong luan an nay, ching toi sé tiép tuc nghién citu vé modun bat bién liiy linh,

cu thé 1a nghién ctu trén vanh ma tran tam giac hinh thic.

Cach tiép can nghién cttu cdc vanh thong qua idéan ciing da thu hat sy quan
tam ctia nhiéu tac gid. Nam 1969, Jain, Mohamed va Singh [22] da nghién cttu cau
trac vanh thong qua tinh tya noi xa cua 16p idéan mot phia. Cac tac gia nay da
dinh nghia 16p vanh ma mdi idéan phai tua noi xa la ¢g-vanh phai, tit d6 dac trung
duge vanh Artin nita don. Nam 2014, khi nghién cttu vé vanh ma cac modun bat
bién dang cau, Singh v& Srivastava [44] da gi6i thiéu a-vanh phai, d6 1a vanh ma
mdi idéan phai la bat bién déng cau. Céc tac gia da dat ra van dé mo ta cau tric
clia mdi a-vanh phai. Van dé nay dugc Kosan, Quynh va Srivastava lam sang to
trong [27] vao nam 2016. Theo d6, mdi a-vanh phai dugc phan tich thanh tong
tryc tiép ctia mot vanh Artin nita don chinh phuong day du va mot vanh khong
chinh phuong phai. Bén canh do6, cac tac gid cling thu dugde nhicu két qua khéc

ve 16p vanh nay, nhu dac trung clia a-vanh phai thong qua cac idéan phai cot yéu



bat bién ding cau, mbi lien hé giita a-vanh phai vi vanh Artin nta don,.... Mot
cach ti nhién, ching toi dat ra van dé nghién ctu 16p vanh ma moi idéan phai
14 bat bién lfiy linh, chung t6i goi 14 n-vanh phai. Mdi quan hé gitta cac 16p vanh
ma ching toi da trinh bay theo huéng tiép can thong qua 16p idéan mot phia ctia

vanh duge mo ta trong so do sau:

tita noi xa — bat bién ding cAu —— bat bién liy linh

| l l

g-vanh —— a-vanh > n-vanh

Tiép tuc nghién cttu 16p ¢-vanh, Hill [20] chiing minh rang mdi g-vanh phéai
nita hoan chinh 1a tdng truc tiép ctia mot vanh co sé va mot vanh Artin nita don.
L6p a-vanh ciing duge nhiéu tac gid quan tam nghién cttu va md rong. Nam 2022,
Quynh, Abyzov va Trang [38] da nghién citu 16p vanh ma mdi idéan phai hitu han
sinh 14 bat bién dang cau va goi d6 1a fa-vanh phai. Cac tac gia da xac dinh cau

trac ciua fa-vanh phai duéi dang vanh ma tran tam giadc hinh thiec.

T tinh chat ctia vanh bat bién ding cau, moi phan t1 lily ding nguyén thiy
1a lity dang dia phuong, ta c6 mot vanh khong chita tap vo han céc lity dang truc
giao bat bién dang cau phai la vanh nita hoan chinh. Tuy nhién, tinh chat idéan
bat bién ding cau trong 16p a-vanh phai nita hoan chinh, dic biet v6i dicu kien
I-hitu han vAn chua dude nghién citu day da. T dicu nay dan dén c6 thé nghien
ctu 16p a-vanh phai I-hitu han thong qua vanh ntta hoan chinh co sé. Day ciing
chinh 1& van dé nghién citu cia chting t6i cho 16p a-vanh phai ntta hoan chinh.

Trong luan an nay, ching to6i nghién citu cau tric cdc vanh thong qua tinh gia
xa anh clia cac modun va cau tric vanh ma tran tam giac hinh thitc véi diéu kien
bat bién lity linh clia cac modun. Bén canh d6, mot s6 dac trung ciia cic 16p vanh
thong qua tinh bat bién dang cau, bat bién lity linh clia céc idéan mot phia da

dugce nghién ctu va phat trién.

Tt nhitng két qua da dat dude vé 16p modun giad xa anh, 16p modun bat bién
déng cau va 16p modun bat bién liy linh, ching toi nhan thay ring dé nghien ctu
modun gid xa anh dic trung cic vanh, nghién ctu modun bat bién liiy linh trén
vanh ma tran tam giac hinh thic, nghién cttu vanh ma méi idéan bat bién dang
cau va vanh ma mdi idéan bat bién lity linh thi can phai tim hiéu 16p modun noi
xa cling cac md rong, ciing nhu 16p modun déi ngau ctia n6. Tt d6, ching t6i chon
dé tai luan an 13 “Tinh noi xa, xa anh ctia médun va mét sé 16p vanh lién

quan”.



2. Muc dich nghién ciu

- Xéc dinh dic trung ctia cidc vanh co dién (nhu vanh hoan chinh, nita hoan
chinh, di truyén, nita di truyén, nita dia phuong, Artin idéan chinh) thong qua

modun gia xa anh.
- Phan tich cau tric, dic trung clia a-vanh phai I-httu han c6 dé cot yéu.

- Nghién cttu tinh chat ctia vanh ma moi idéan phai bat bién liiy linh va modun

bat bién liiy linh trén vanh ma tran tam giac hinh thic.
3. Déi tugng va pham vi nghién citu
D6i tugng nghién citu ciia luan 4n bao gom:
- Céc 16p modun nhu gid xa anh, bat bién dang cau, bat bién liiy linh.

- Cac 16p vanh co dién nhu hoan chinh phai, nita hoan chinh, di truyén phai,
nita di truyén phai, nita dia phuong, Artin idéan chinh; cling vé6i cac 16p vanh ma
trong dé moi idéan phai 1a bat bién ding cau hoiic bat bién liy linh va vanh ma
tran tam giac hinh thiic.

Pham vi nghién ctu duge giéi han trong pham trit cic modun phai (trai), véi
R 1a mot vanh két hop, c6 don vi, thuoc cac 16p vanh cd dién, 16p a-vanh, 16p
n-vanh, vanh ma tran tam giac hinh thic. Ngoai ra, luan an cing nghién citu cac

16p modun: gia xa anh, bat bién ding cau, bat bién liy linh.
4. Phuong phap nghién ctiu

Dé tai nghién citu thuoc linh vire khoa hoc co ban nganh toan hoc. Trudc hét,
ching t6i doc cac tai lieu chuyén mon cling vé6i cac bai bao lien quan dén modun
giad xa anh, modun bat bién dang cau, modun bat bién liy linh ciing nhu cac 16p
vanh ¢d dién, 16p a-vanh. Sau d6, ching toi phan tich, xtt li tai lieu, trao ddi ¥
kién v6i giang vien huéng dan va cac chuyen gia dé khai thac, md rong van dé can
nghién cttu thong qua céc hoi thao, seminar. Chiung t6i sit dung cac phuong phap
khéi quat hoa, so sanh, suy luan logic, phan loai dé dé xuat nhing van dé nghién
citu clia deé tai.

5. Y nghia khoa hoc va thuc tién ctia dé tai

Dé tai da dua ra dic trung mot sé 16p vanh co dién thong qua tinh gia xa
anh ctia modun; tiép tuc nghién ctu vd mé rong 16p a-vanh phai thong qua dieu
kien I-httu han, dua ra 16p vanh mdi 1a n-vanh phai. Cac két qua vé tinh chat,
dic trung, cau tric cling nhu mdi quan hé gitta n-vanh phai va cac 16p vanh khac
da bo sung them cac kién thitc vé 1y thuyét vanh. Véi cac két qua dat dugce, c6
thé thay rang, viéc nghién cttu dé tai cé ¥ nghia quan trong trong nghién ctu ly
thuyét vanh vi modun, lam phong phi them dic trung céac 16p vanh c6 dién, gép



phan tao dong luc thic day nhiing ngusi nghién cttu quan tam dén 1y thuyét vanh
va modun.

6. CAu tric cua luan an
Noi dung ctia luan an gom 3 chuong.

Chuong 1 trinh bay mot s6 kién thitc co ban trong 1y thuyét vanh va modun,
gom céc kién thic da biét dé st dung trong céc chuong sau.

Chuong 2 gom ba phan: modun gid xa anh trén vanh nita hoan chinh, vanh
hoan chinh; modun gid xa anh trén vanh nia di truyén, vanh di truyén; modun
gia xa anh trén vanh nita dia phuong va vanh Artin idéan chinh.

Trong phan thit nhat, ching toi chi ra dac trung ciia 16p vanh hoan chinh phai,
nita hoan chinh thong qua tinh gia xa anh va phu gia xa anh ciia moédun. Truée
tién, chung toi chi ra dac trung cua 16p vanh Artin nita don thong qua khai niém
gid noi xa. Theo d6, vanh R 1a Artin nita don khi v& chi khi méi R-modun htu
han sinh 1a gid noi xa (Ménh dé . Néu cho f 1a toan cau tit modun xa anh
P vao modun M thi M la xa anh khi va chi khi P & M la gia xa anh, M c6 phu
xa anh néu va chi néu P @ M c6 phi gid xa anh (Ménh dé . St dung két qua
ménh dé nay, ching t6i chitng minh nhiéu dic trung vanh thong qua tinh gid xa
anh ciia modun. Trong Dinh Iy 2.1.5] vanh R 1 hoan chinh phéi khi va chi khi
tong truc tiép ciia mot R-modun nita don va mot R-modun tu do c6 phi gid xa
anh. Ngoai ra, mot vanh l1a S-vanh phai khi va chi khi m6i modun httu han sinh
phing 12 gia xa dnh (Dinh 1y 2.1.6). V& PP-vanh phai, diéu kién cin va di dé mot
vanh 1a PP-vanh phéi d6 la mdi idéan phéi chinh ctia vanh ma tran My (R) duge
sinh béi ma tran chéo 1a My(R)-mddun phai gid xa anh (Dinh 1y . Hon nia,
néu R vita 1a vanh coherent trai, vita 1a vanh hoan chinh phai thi moi tich tryc
tiép clia ho cac R-modun phai xa dnh (phéing) la gid xa anh (Dinh 1y 2.1.9).

Trong phan thit hai, ching toi dic trung vanh ntta di truyén phdi, vanh di
truyen phai véi tinh gia xa anh ctia modun. Cu thé, vanh R 1a nita di truyén phai
néu va chi néu moéi modun con hitu han sinh ctia mot R-modun xa anh 1a gia
xa anh; diéu nay ciing tuong duong véi mdi idéan phai chinh ctia S = End(F) la
S-modun gid xa anh, trong d6 F' 1a médun hitu han sinh tu do (Dinh ly . Tu
dac trung ctia S-vanh phai va dic trung ciia vanh nia di truyén phai, ching toi
khing dinh ring mdi vanh R la nta di truyén phai va S-vanh phai ciing la vanh
ntia di truyen trai va S-vanh trai. Trén 16p vanh nay, méi modun con hitu han sinh
cia R-modun phai (trai) phang la gia xa anh (Dinh ly . Ngoai ra, trén vanh
nita di truyén va Il-coherent, mdi R-modun phai (trai) hitu han sinh xoan la gia
xa anh (Dinh ly . D6i véi vanh di truyen phai, ching t6i ¢6 mdi modun con
cia modun xa anh la gid xa dnh (Dinh 1y . Khi R 1a vanh di truyén va ntta



nguyén sd, moéi R-modun con ctia modun phai (trai) phang 1 gid xa anh (Dinh Iy
2.2.7). Hon nita, trén 16p vanh nay, mdi R-modun phéi (trai) xodn ciing la gia xa

anh (Dinh 1y 2.2.8).

Trong phan thit ba, chiing toi nghién cttu dic trung clia vanh nita dia phuong
va vanh Artin idéan chinh thong qua modun gia xa anh. Ching to6i chi ra ring mot
vanh 1a nita dia phuong khi va chi khi moéi modun hitu han sinh véi can Jacobson
bang khong 1a gid xa anh (Dinh 1y . Chiing t6i ciing xac dinh cau trac cta
vanh Artin idéan chinh. Theo d6, mot vanh 1a Artin idéan chinh khi va chi khi 16p
modun gid ndi xa trung v6i 16p modun gia xa dnh (Dinh 1y .

Chuong 3 gom hai phan: 16p a-vanh phai va vanh ma mdi idéan phai bat bién
lay linh.

Trong phan thi nhat, ching t6i nghién citu cau tric clia 16p a-vanh phai véi
diéu kién I-httu han, mo6i quan hé ctia 16p a-vanh phai véi mot s6 16p vanh. Ching
toi chi ra ring moi a-vanh phai I-hitu han 1a tong truc tiép ctia mot vanh Artin
nita don va mot vanh nita hoan chinh co sé (Dinh 1y . St dung két qua nay,
chting toi tiép tuc nghién ctu cac vanh khong phan tich dugc a-vanh phai thong
qua dieu kién Nakayama. Tt diéu nay, chiung to6i chtiing minh dugc méi a-vanh phai
nita hoan chinh c6 dé c¢dt yéu khong phan tich duge, khong vanh don va c6 cac
phan t1t liiy dang khong tam thuong 14 vanh tya Frobenius (Dinh 1y [3.1.13). Két
qua nay chi ra 16p modun noi xa va xa anh trung nhau.

Trong phan thit hai, ching t6i nghién cttu mé rong 16p a-vanh phai va dua
ra khai niem n-vanh phai. Mot vanh duge goi 14 n-vanh phai néu moi idéan phéai
ctia vanh 1a bat bién liy linh. Ching toi khao sat cac tinh chat va sy phan tich
cia n-vanh phai. Ngoai ra, modun bat bién liiy linh trén vanh ma tran tam giac
hinh thitc ciing duge xem xét trong phan nay. Trong Menh dé [3.2.4] ching toi chi
ra dic trung ctia n-vanh phéi. Theo d6, vanh R 1a n-vanh phai khi va chi khi moi
idean phai cot yéu clia R 1a bat bién liy linh. Diéu nay ciing tuong duong véi R 1a
bat bién liiy linh phai va mdi ideéan phai cot yéu ctia R 1a T-modun trai, trong do
T 1a vanh con clia R c¢6 tap sinh gom phan tit don vi va cac phan ti liy linh cia
R ma cac phan t1t liy linh nay md rong duge dén ty dong cau liy linh ciia E(Rg).
Vé thanh phan thuan nhat ctia n-vanh phai, mdi n-vanh phai ¢6 hitu han thanh
phan thuan nhat khong don va méi thanh phan thuan nhat khong don nay 1a noi
xa v ¢6 tap chi 6 hitu han (Dinh 1y . Két qua ve su phan tich clia n-vanh
phai thanh tdng truc tiép clia mot vanh Artin nita don chinh phuong day da va
mot vanh khong chinh phuong phéi duge dé cap dén trong Dinh 1y [3.2.13] Ngoai
ra, ching toi chi ra rang mo6i n-vanh phai c¢6 tinh chat gidn udc trong (Dinh ly
. Bing viéc chiing minh méi phan t1 liiy déng trong n-vanh phai chinh quy



R c6 Soc(Rp) = 0 1a phan ti lity dang tam thi ching t6i nhan duge dicu kien du
dé mot vanh chinh quy tré thanh vanh chinh quy manh (Dinh 1y ‘ Bén canh
d6, mdi n-vanh phai on dinh hitu han (Dinh 1y . Vé dac trung ctia n-vanh
phai nguyén t6 c6 dé phai khac khong, R 13 n-vanh phai nguyén t6 khi va chi khi
R 1a Artin don (Ménh dé . Ve tinh bat bién lfiy linh ctia vanh ma tran dugc
trinh bay trong Dinh Iy , R 1a Artin mita don khi va chi khi vanh ma tran
M,,(R) 1a n-vanh phai v6i moi s6 nguyén n > 1. Nghién citu modun bat bién luy
linh trén vanh ma tran tam gidc hinh thic, ching t6i chi ra rang, néu (XY, f) 1a

. . R M .
modun bat bién liy linh trén vanh Artin tréai K = (O s thi Y la S-mo6dun bat

bién liiy linh va H = {z € X | f(x®@m) = 0, Y¥m € M} 1a R-modun bat bién liy linh
(Dinh 1y . Dic biet, trong Ménh dé , ching toi da xac dinh dieu kien
di dé K-modun (X,Y, f) bat bién lfiy linh, dé 1a: Y 14 S-modun bat bién liy linh,
f: X = Homg(M,Y) véi f(z)(m) = f(x®m), z € X, m € M la ding cAu cla cac
R-modun va tap {z € X | f(x®m) =0,Ym € M} = 0.



~ CHUONG 1.
KIEN THUC CHUAN BI

Trong chuong nay, ching toi nhac lai cac ky hiéu, khai niem va mot sd tinh
chat co ban dudc st dung trong luan 4n. Nhitng khai niem va két qua khac c6 lien
quan dén luan 4n c6 thé tham khdo trong cac tai lieu [1], [3], [5], [10], [25], [28],
33, [34).

1.1. Mot s6 ky hiéu va khai niém lién quan

Trong luan an nay, néu khong giai thich gi them, vanh R dugc gia thiét 1a
vanh két hop c¢6 don vi 1 # 0 v moi R-modun dude xét 1a modun unita phai hodc
trai.

V6i vanh R cho trudc, ching toi ky hieu My (gM) dé chi M 1a R-modun phai
(tuong ting, trai). Khi dé cap dén R-modun M, ching toi quy udc d6 1a R-modun
phai va viét M thay vi Mp. Néu N 1a modun con ctia M thi ching toi dung ky
hieu N < M. Dé ky hieu N la mot hang ti truc tiép cia M, ching toi viét 1a
N <% M. Vanh cic ma tran vuong cap n v6i hé ti trén vanh R dudc ky hieu
13 M, (R). Vé6i tap hop I ¢6 card(l) = a va M la R-modun, tong triyc tiép o ban
sao cua M dugc ky hiéu la MDD hoze M(O‘); tich tric tiép o ban sao ctia M dugde
ky hieu 1a MT hosic M*. V6i M, N la cac R-modun, dong cau tu M dén N dudgc
hiéu 14 dong cau R-modun; tap hgp cac R-dong cau modun tit M dén N duge ky
hiéu 14 Homp(M, N). Dé chi tap céac ty dong cau clia R-modun M ta dung ky hicu
Endr (M), hodc don gidn 1a End(M). Can Jacobson, dé ctia modun M dugce ky hiéu
tuong tng 1a Rad(M) va Soc(M), diac biet, J(R) dude dung dé ky hiéu cho can
Jacobson ctia vanh R; Soc(Rp), Soc(gR) tuong ting ky hieéu cho dé phai va dé trai

cua vanh R.
Mot don cau o : A — B dudce goi 1a ché ra néu Im(a) <® B. Mot toan cau
B: B — C duge goi 1a ché ra néu Ker(8) <® B |25, Definition 3.4.8].
Cho M la mdot R-modun phai va tap 0 # X € M. Linh héa tit phai cia X
trong R dugc ky hiéu la rg(X) va duge xac dinh:
rr(X)={reR|zr=0,zv¢€ X}

Khi X = {2}, ta viét rg(x). Ta c6 rg(X) la mot ideéan phai cia vanh R. Hon nita,
néu X 13 modun con clia M thi rz(X) 1a mot idean ctia R. Linh héa t1t trai ctia X
trong R duge ky hiéu la [zr(X) va duge dinh nghia tuong tu [I, tr. 172-173].



Modun con K ctia M duge goi 1a cot yéu (hay lon) trong M, ky hieu K <M,
néu véi moi modun con L < M théa man K NL =0 thi L = 0. Khi d6, M dugdc goi
1 md rong cot yéu cua K. Mot don cau a : M — Q dudce goi 1a don cau cot yéu
néu Im(a) <¢ Q. D6i ngau véi khai niem cot yéu, modun con K cia M dude goi
1a déi cot yéu (hay bé) trong M, ky hieu K < M, néu v6i moi modun con L < M
sao cho K+ L = M thi L = M. Mot toan cau a : M — Q dudce goi & toan ciu doi
cot yéu néu Ker(a) < M [25, Definition 5.1.1].

Modun con N ctia M dudce goi 1a déng trong M néu khong ton tai mé rong cot
yéu thuce st cia N trong M. M rong cot yéu cuc dai ctia N trong M dugde goi 1a
bao dong cia N trong M [34, pp. 14-15].

Modun M duge goi 1a déu néu véi moi modun con khac khong A, B cia M,
ta c6 AN B # 0 [34], pp. 103].

Modun con C duge goi 1a phan bu ciia modun con K trong M néu C 1a modun
con cyc dai ctia M sao cho C N K = 0. Modun con C ctia M dudc goi 1a phan bu
trong M néu ton tai modun con K clia M sao cho C la phan bu cta K [33, pp.
19]. Ching ta biét, mot modun con N ctia M 1a déng trong M néu va chi néu N
1a phan bi.

Hai modun M va N duge goi 13 triuc giao néu khong ton tai modun con khac
khong ctia M dang cau véi modun con ctia N [33, pp. 13]. Modun M dudc goi 1a
chinh phuong néu ton tai modun N sao cho M = N2. Modun con N cia M dugc
goi 1a nghiém chinh phuong néu N? c6 thé nhing vao M. Moédun M dude goi la
khong chinh phuong néu M khong chia tong truc tiép ctia hai modun con khac
khong déng cau. Modun M dudc goi 1a chinh phuong day di néu moi modun con
khac khong ctia M chita nghiém chinh phuong khéc khong [33] Definition 2.34).

Moédun P duge goi 1a hitu han lién két néu ton tai diay khép
0K —>F—P—0,

trong d6 F 1a modun tu do va K 1a modun hitu han sinh. Néu F ¢6 hang hitu han
thi P dugc goi 1a hitu han biéu dién duge [30), Definition 4.25].

Modun P 1a hitu han biéu dién duge néu va chi néu P 1a hitu han sinh va hitu
han lien két [30, Proposition 4.26].

Modun M dugde goi 1a nita nguyén thiy néu Rad(M) = 0 [21, pp. 107]. Dac
trung ctia modun Artin mia nguyén thiy duge trinh bay trong [3].

Bo dé 1.1.1 ([3, Proposition 10.15]). Cho M la R-modun. Khi do, cic dieu kién
sau la tuong duong:

(1) Modun M la Artin nia nguyén thiy.
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(2) Modun M la doi sinh hitu han nia nguyén thiy

(8) Modun M la hiu han sinh nia don.

Modun M dudc goi 1a cé tinh chat gidn wdc néu tt M & X = M @Y suy ra
X =Y. Modun M dudc goi 1a ¢é tinh chat gidn wdc trong néu tit M = Ay & By =
A @ Ba, v6i A1 = Ay suy ra By & By [33] Definition 1.22]. Modun M dugce goi 1a
c6 tinh chat thé néu véi moi modun N théa man N = M; & A = My @ B, trong d6
My = M = M, thi ton tai modun con C ctia N sao cho N =C @ A = C o B [10,
15.5]. Modun M dudc goi 1a cé tinh chat trao doi néu véi mdi R-moédun A c¢6 phan
tich A= M & N =@, A;, trong do M’ = M thi ton tai cac modun con B; ciia A;
sao cho A = M' & (D7 B;). Néu tap chi s6 Z hitu han thi ta néi M c¢6 tinh chat
trao doi hitu han. Dac biet, véi moi modun hitu han sinh M, hai tinh chét nay la
tuong duong, nghia 1a M c6 tinh chat trao doi khi va chi khi n6 cé tinh chat trao
ddi hitu han [33, Definition 1.20].

Vanh R dugc goi 1a c6 mién on dinh mot néu véi moi z,y € R sao cho zR+yR =
R thi ton tai z € R sao cho x + yz la phan tit kh& nghich ctia R [10, 15.2]. Dic
trung ctia vanh tu dong cAu c6 mién 6n dinh mot duge trinh bay trong meénh dé
saul.

Meénh dé 1.1.2 ([10, 15.37]). Cho M la modun c6 tinh chat trao doi hitu han. Khi
do, cdc phat biéu sau la tuong duong:
(1) End(M) c6 mién on dinh mot.
(2) Médun M c6 tinh chat thé.
(3) Modun M c6 tinh chat gidn wdc.
(4) Moédun M c6 tinh chat gidn wdc trong.
Modun M duge goi 1a hitu han truc tiép néu M khong dang cau v6i mot hang
tl tryc tiép that sy ctia M [33, Definition 1.24]. Tu [33 Proposition 1.25], chiing

ta két luan: Vanh R dudc goi 1a hitu han truc tiép néu tit zy = 1 suy ra yz = 1 véi
moi z,y € R. Moi vanh Artin nita don 14 vanh hitu han tryc tiép.

Vanh R dugc goi la on dinh hitu han néu vanh ma tran M, (R) 1a hitu han tric
tiép [30, pp. 5].

1.2. Cac md rong cia moédun ndi xa va xa anh

Phan nay trinh bay cac két qua vé modun ndi xa, xa anh va cdc md rong clia
chting, chii trong nhitng tinh chat dude st dung trong luan an.
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Moédun M duge goi 1a N-noi za néu véi moi modun con A clia N thi moi dong

cau f: A — M md rong dén dong cau f : N — M, nghia la biéu dd sau giao hoan:

0

> N
e
7z

> A
Ir -
v f

M

Modun M dudc goi 1a noi za néu né 14 N-noi xa véi moi modun N. Dic biét,
néu M 1a M-noi xa thi ta néi M 1a twa noi xa. Ngoai ra, Baer da dua ra mot tieu
chuan dé nhan biét tinh noi xa ctia modun, thuong goi 1a “Tiéu chuan Baer”. Theo
d6, modun M la ndi xa khi va chi khi M 1a Rp-ndi xa [34, pp. 6, 8]. Hai modun
M va N dugdc goi 1a noi za lan nhau néu M 1a N-noi xa va N 1a M-noi xa [33]
Corollary 1.16]

Modun M dude goi 1a gid noi xa néu v6i moi modun con N ctia M, moi don
cau f: N — M md rong dén ty dong cau ctia M [43, pp. 23].

V6i modun M, mot don cau a: M — @Q dude goi 1a bao noi xa clia M néu Q
1a modun noi xa va o 1a don cau c¢ot yéu. Khi d6, @ thuong dude goi 1 bao noi xa
ciia M va ky hiéu la E(M) [34, pp. 6].

Modun M duge goi 1a bat bién dang cau néu f(M) < M véi moi tuy ding cau
f clia bao noi xa E(M) [32, Definition 1]. Mot vanh R dugc goi 1a bt bién dding
cau phdi néu Ry 13 modun bat bién dang cau [40, pp. 3].

Mot tu dong cau f: E(M) — E(M) dugce goi 1a ldy linh néu ton tai so tu nhién
n > 1 sao cho f* = 0. Modun M dudc goi 1a bat bién liy linh néu véi moi tu dong
cau lity linh f ctia bao noi xa E(M), ta c6 f(M) < M. Mot vanh R dudc goi 1a bat
bién ldy linh phdi néu Ry 1a modun bat bién liy linh [26, pp. 2776].

Cac khai niém néu trén c6 moéi quan hé nhu sau:
noi xa = tua noi xa = gia noi xa = bat bién ding cau = bat bién liy linh.

Cac tinh chat ctia modun noi xa va cac md rong da duge nghién ctu trong
nhiéu tai lieu. Sau day, ching toi trinh bay mot s6 két qua clia ching duge tong
hop tit cac tai lieu [3] va [34].

Ménh dé 1.2.1 ([3, Proposition 18.12], [34, Corollary 1.6, Lemma 1.14]). Cho
R-modun M. Khi do,

(1) Moédun M la noi xa khi va chi khi moi don cau f : M — N ché ra.

(2) Modun M la N-ngi xa néu va chi néu \(N) < M vdi moi dong cau X : E(N) —
E(M).
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(8) Modun M la noi za khi va chi khi M = E(M).
(4) Néu M <¢ N thy E(M) = E(N).

Mot vanh R dugce goi la twa duo phdi (trdi) néu moi idéan phai (trai) cia R
la idéan hai phia [34, pp. 105]. Tinh bat bién dang cau cia médun c¢6 mai lién hé

chiit ché v6i cau tric clia vanh tu dong cau. Cac két qua sau, tong hgp tit céc tai
licu [2] va [18], mo t& mbi quan he nay.

Dinh 1y 1.2.2 ([2, Proposition 2.2], [I8, Theorem 15]). Cho M la médun bat bién
dang cau. Khi do,

(1) M la khong chinh phuong néu va chi néu vanh ty dong cau End(M) la tua duo
trdi (phai).

(2) Néu M la modun khong phan tich dugc thi End(M) la vanh dia phuong.

Dudi day 1a mot s6 két qua vé tinh chat ctia modun bat bién liiy linh.

Dinh ly 1.2.3 (|26, Proposition 2.8, Theorem 2.10, Theorem 2.12, Lemma 2.14]).
Cho M la R-moédun bat bién liy linh. Khi do,

(1) Hang tii truc tiép ciia modun bat bién liy linh ciing la modun bat bién liy linh.
(2) Néu M = My @ My thi cac modun My va Mo la noi za lan nhau.

(3) Néu A® B < M thi moi dong cau t modun con cia A vao B md rong dén
tw dong cau lay linh cia M.

(4) Néu bao noi za E(M) = E1 @ By @ E3 vdi By = Fy th

M=(ENM)® (E2nNM)d (EsnNM).
Két qua sau dua ra diéu kien can va du dé tong truc tiép cac modun la tua
noi xa.

Ménh dé 1.2.4 ([33| Proposition 1.18]). Cho M = P,

mot ho cac modun. Khi dé, M la tua noi xza khi va chi khi moi M; la tua noi za

M; la tong truc tiép cla

va tong truc tiép @jd\{i} M; la M;-noi za vdi moi i € 1.
Khi nghién cttu mot s6 mé rong ctia vanh ty noi xa, tac gia Utumi [34], pp.

9-10] da gidi thieu cac diéu kien C1, C2, C3 ddi véi modun nhu sau:

Dieu kién C1: Moi modun con ctia M 1a ¢t yéu trong mot hang tit tryc tiép
ctia M. N6i cach khac, moi modun con dong ctia M 1a hang tit truyc tiép ctia M.
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Diéu kien C2: Néu A va B 1a cAc modun con clia M, A = B va A 1a hang tit

tryc tiép ctia M thi B ciing 1a hang t tric tiép ctia M.

Dieu kién C3: Néu A va B 1a nhiing hang t1t tryc tiép ctia M va AN B = 0 thi
A @ B ciing 1a mot hang ti tryc tiép cia M.

Mbédun M duge goi 1a C1 néu M théa man dicu kien C'1. Modun C1 con duge
goi la modun C'S hoac modun md rong.

M&bi quan hé giita tinh tua noi xa va tinh bat bién ding cau trong trusng hop
tong truc tiép cia cac modun C'S dude mo ta trong menh dé sau.

Ménh dé 1.2.5 ([32, Corollary 15]). Cho modun M = @, ; M;, trong dé moi M;
la modun CS. Khi dé, M la tua noi za khi va chi khi M la bat bién ding cau.

Trong phan tiép theo, ching t6i dinh nghia modun xa anh cling cic md rong,
dong thoi trinh bay mot s6 két qua ctia ching c6 lien quan dén noi dung luan an.

Modun M dude goi 1a A-za dnh néu v6i moi modun con X clia A, moi dong
cAu ¢ : M — A/X nang dén dong cau ¢ : M — A, nghia la biéu do sau day giao
hoan:

¢ .- lw

e
A—— A/X —— 0

Modun M dudce goi 1a za dnh néu M 1a A-xa anh v6i moi modun A. Modun
M duge goi 1a tua za dnh néu M 14 M-xa anh [33] Definition 4.29].

Modun M dugde goi 1a gid za dnh néu véi moi modun A va cac toan cau f,
g: M — A thi luon ton tai mot ti dong cau h: M — M sao cho f = go h, nghia I3
biéu do sau giao hoan [46, Definition 1.1]
.M
)

M- 4 ——0.

Y

0
Ta c¢6 mo6i quan hé sau gitta cac modun:

xa anh = tya xa anh = gia xa anh.

Modun M duge goi 1a phing néu mdi don cau f : A — B thi dong ciu
ly®f: Mg A— M®pg B cing la don cau [30, Definition 4.0].
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D6i ngau véi khai niem bao noi xa 1a phtt xa anh. Modun P dude goi 1a phi
za dnh clia mdédun M néu ton tai mot toan cau p: P — M sao cho P la xa anh va
Ker(p) < P [34, pp. 261]. Modun P dugc goi 1a phi gid za dnh cia modun M néu
ton tai mot toan cau p: P — M sao cho P la gia xa anh va Ker(p) < P [47, pp.
1399].

Cac két qua sau mo ta dicu kién lién quan dén tinh xa anh, gid xa dnh va tua

noi xa.

Bo6 dé 1.2.6 ([33, Lemma 4.30]). Néu modun M la A-za dnh thy moi toan ciu
f:A— M ché ra.

Bo dé 1.2.7 ([47, Corollary 2.18]). Néu A@® B la modun gid za dnh thy moi toan
ciuv f : A — B ché ra.

Meénh dé 1.2.8 ([6, Proposition 2.1]). Néu A@ M la modun tua za dnh va A la
modun noi xa thi M la modun za dnh. Doi ngau, néu A® M la modun tua noi za

va A la modun za anh thi M la modun noi za.

1.3. Mot sé 16p vanh lién quan

Néu e la phan ti lity ding ctia R thi End(eR) = eRe. Hai phan tit liiy ding
e va f ctia vanh R dugc goi 1a truc giao v6i nhau néu ef = fe = 0. Phan ti liy
dang e # 0 ctia vanh R dudc goi 1 ldy dang nguyén thiy néu e khong thé biéu
dién thanh tdng ctia hai phan tit lity ding khéc khong va truc giao v6i nhau. Nhu
vay, phan tit e 1 lity dang nguyén thiy ctia vanh R néu va chi néu eR 1a modun
khong phan tich duge, tiic 1& vanh eRe chi chita hai phan ti liiy ding 1a 0 va e.
Tap cac phan tit lily ddng nguyén thiy truc giao {e1,€2,...,ey} cia vanh R dugc
goi 1a day di néul=e; +...+e,. Phan tit lity ding e ctia R dugce goi 1a liy dang
dja phuong néu End(eR) 1a vanh dia phuong [1, tr. 145-146].

Néu v6i mdi phan ti lity ddng f = f+ 1 ctia vanh thuong R/I déu ton tai phan
tit 1y déng e € R sao cho e — f € I thi ta néi rang cdc liy dang nang dude modulo
I (mdi liiy dang f ctia vanh thuong R/I nang dugc dén mot lily dang e clia vanh
R) [1, tr. 145].

B6 dé sau day trinh bay mot diic trung vé dang cau ciia cic modun sinh béi

phan tit liiy ddng thong qua can Jacobson ctia vanh.

B6 dé 1.3.1 ([34, Lemma B.12]). Cho R la mot vanh, e va f la cdc phan ti liy
ding trong R. Khi dé, eR = fR khi va chi khi eR/eJ(R) = fR/fJ(R).

Két qua sau day la dac trung clia phan t1t lity déng dia phuong.
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Ménh dé 1.3.2 ([T, Ménh dé 1.1.6]). Cho R la mot vanh va e € R la phan ti liy
dang. Khi do, cic dieu kién sau la tuong duong:

(1) Phan ti e la liy dang dia phuong.

(2) eR c6 duy nhat modun con cyc dai.

(3) eJ(R) la modun con cic dai duy nhdt clia eR.

(4) eR/eJ(R) la modun don.

Osofsky da xac dinh dac trung ciia vanh Artin nita don thong qua tinh noi xa

cua cac modun hitu han sinh va xyclic, cu thé nhu sau:

Dinh 1y 1.3.3 ([35, Theorem]). Cho R la mot vanh. Khi dé, cic phdt biéu sau la
tuong duong:

(1) Vanh R la Artin nda don.
(2) Moi R-modun hitu han sinh la noi za.

(8) Moi R-modun zyclic la noi za.

Khi nghién cttu mot s6 tinh chat ciia modun gid xa anh va vanh tir dong cau
cua no, mot dac trung ctia vanh Artin nita don da dugce nghién ciu.

Meénh dé 1.3.4 ([47, Proposition 2.20]). Vanh R la Artin nia don khi va chi khi
mot R-modun hitu han sinh la gid xa anh.

Dinh nghia 1.3.5 ([I tr. 146]). Mot vanh R dugc goi 1a nida dia phuong néu vanh
thuong R/J(R) la Artin nita don.

Dinh nghia 1.3.6 ([1, tr. 150]). Mot vanh R dugc goi la nia hoan chinh néu R
14 nita dia phuong va moi phan tit liiy dang nang dude modulo J(R).

Khai niém chi s6 ctia phan ti lity ddng nguyén thiy trong vanh ntta hoan
chinh da dugc tac gia Hill dua ra dé st dung cho viéc phan tich cau tric ciia céc
vanh, cu thé:

Dinh nghia 1.3.7 ([20, pp. 114]). Cho R la vanh ntta hoan chinh va e € R 1a phan
tit lily dang nguyen thiy. Ta néi rang e c6 chi s6 h néu trong moi st phan tich cta
Rp thanh téng tryc tiép ctia cac modun khong phan tich dude thi ¢6 ding h hang
tit truc tiép diing ciu véi eR.

Dinh nghia 1.3.8 ([T}, tr. 150]). Mot vanh R dugc goi 1a I-hiu han néu R khong
chita tap vo han cac phan ti liiy dang truc giao.
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Cac vanh ntta hoan chinh c6 thé duge dic trung thong qua diéu kién I-httu
han va sy ton tai phii xa anh ctia modun. Cac két qua nay duge trinh bay trong
[34], cu thé nhu sau:

Dinh 1y 1.3.9 ([34, Theorem B.9, Theorem B.21]). Cho R la vanh. Khi dé, cdc
dieu kién sau la tuong duong:

(1) Vanh R la nia hoan chinh.

(2) Vanh R la I-hitu han va moi phan ti liy dang nguyén thiy trong R la liy dang
dia phuong.

(3) 1=e1+eg+---+em vdi ¢; la cic phan tit liy dang dia phuong tric giao.

(4) Moi R-modun hiu han sinh c6 phi za anh.

Tit Dinh 1y [1.3.9] suy ra dude diic trung ctia modun don trén vanh nita hoan
chinh.

Hé qua 1.3.10 (|34, Corollary B.11]). Cho R la vanh nia hoan chinh va K la
R-moédun. Khi do, K la modun don néu va chi néu ton tai phan ti liy ding dia
phuong e € R sao cho K = eR/eJ(R).

Néu R la vanh ntta hoan chinh thi ton tai mot tap day du cac phan tit liy
déng dia phuong truc giao {e1,e2,...,em}. Gid st {e;R/e; J(R)| 1 < i < n} la tap
hop dai dién day du cac 16p dang cau ctia R-modun don. Khi d6, {e1,es,...,e,}
duoc goi 1a tap liy dang co sd cia R. Néu e = eq + e + - - - + e, thi vanh eRe dudc
goi 1a vanh co sd cia R. Mot vanh R dudc goi 1a nia hoan chinh co sé néu m = n,
nghia 1a, 1 = ej + e+ -+ ey, trong d6 {e;}?_, 1a tap lily ding co sd gom céc phan
t1t liiy dang dia phuong [34, pp. 62, 260).

Dinh nghia 1.3.11 ([34], pp. 72]). Idéan mot phia A ctia vanh R duge goi 1la T-lay

linh phdi néu v6i moi day ai,as, ... trong A ton tai mot s6 nguyén n > 1 sao cho

AnQp—1---aga; =0 .

Dinh nghia 1.3.12 ([34, pp. 269]). Mot vanh R dugc goi 1a hoan chinh phdi néu
R la ntta hoan chinh va idéan J(R) la T-lay linh phai.

Tuwong tu nhu ddi v6i vanh nita hoan chinh, dinh 1y tiép theo 1a dac trung
vanh hoan chinh phai thong qua sy ton tai clia phii xa anh, ciing nhu tinh xa anh
va tinh gid xa anh clia modun. Két qua nay duge tong hop tit cac tai lieu [34] va
[46].

Dinh ly 1.3.13 ([34, Theorem B.38], [46], pp. 948, Theorem 1.16]). Cho vanh R.
Khi dé, cdc phdt biéu sau la tuong duong:
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(1) Vanh R la hoan chinh phds.

(2) Moi R-modun c6 phi xa dnh.

(8) Moi R-modun nia don cé phi za dnh.
(4) Méi R-modun phdng la za dnh.

(5) Méi R-modun phdng la gid wa dnbh.

Tich tryc tiép clia mot ho tlty ¥ cic modun noi xa 1a noi xa. Tuy nhién, tinh
chat nay khong dung déi véi modun xa anh. Dinh 1y sau day, dya trén cong trinh
ctia Chase, trinh bay céc diéu kién tuong duong dé modun xa anh bao toan qua
tich truc tiép.

Dinh 1y 1.3.14 ([9, Theorem 3.3)). Cho vanh R. Khi dé, cic khang dinh sau la
tuong duong:

(1) Tich truc tiép cta ho bat ky cdac R-modun xa dnh la za dnh.
(2) Tich truc tiép ciia ho bat ky cdc ban sao cia R la R-modun za dnh.

(3) Vanh R la hoan chinh phdi va moi idéan trdi hiu han sinh cia R la hidu han
lien két.

Sau day 1a mot s6 két qua vé dic trung ctia vanh di truyeén phai va nta di
truyen phai duge st dung trong chitng minh cac két qua chinh.

Dinh nghia 1.3.15 ([16, pp. 340]). Mot vanh R duge goi 1a nia di truyén phdi
néu moi idéan phai hitu han sinh ctia R 13 xa dnh. Diéu nay ciing tuong duong véi
moi modun con httu han sinh cia R-modun xa anh 1a xa dnh. Mot vanh R dudce
goi 1& nita di truyén néu R 1a vanh nita di truyén trai va phai.

Mot vanh R duge goi 1a di truyén phdi néu moi idéan phai ctia R 1a xa anh.
Diéu nay ciing tuong duong véi moi modun con clia R-modun xa anh 1 xa anh.
Mot vanh R dugc goi 1a di truyén néu R 1a vanh di truyén trai va phai.

Dinh ly 1.3.16 ([11, Theorem 2.3]). Vanh R la di truyén phdi khi va chi khi méi
idéan phdi chinh cia vanh ty dong cau End(F) la xa dnh, trong dé F la R-modun
tu do.

Dinh nghia 1.3.17 ([36, pp. 547]). Mot vanh R dugc goi 1a S-vanh phdi néu moi
R-modun hitu han sinh phing 1a xa anh. Mot vanh R dude goi 1a S-vanh néu R 1a
S-vanh phai va S-vanh trai.

Néu R 1a vanh nita di truyén phai (trai) thi khai niem S-vanh ¢6 tinh d6i xtng.
Két qua nay da duge Puninski va Rothmaler khing dinh trong ménh dé sau day.
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Meénh dé 1.3.18 ([36, Proposition 4.10]). Cho R la vanh nia di truyén phdi. Khi
dé, cdc phat biéu sau la tuong duong:
(1) R la S-vanh phdsi.
(2) Vanh ma tran M, (R) la I-hidu han vdi moi n.
(3) R la S-vanh tra.
Trong truong hop nay, R cing la vanh nia di truyén trdi.

Dinh nghia 1.3.19 ([7, pp. 72-73]). Modun M dugc goi 1a coherent néu mdi
modun con hitu han sinh ctia M 1a hitu han biéu dién duge. Mot vanh R dude goi

1a coherent phdi néu Rp 14 modun coherent.

Mot vanh R dudc goi 1a II-coherent phdi néu moéi modun con hitu han sinh clia
tich truc tiép mot ho tlty ¥ cac ban sao ctia R la hitu han biéu dién duge. Vanh R

ducc goi 1a II-coherent néu R 1a II-coherent trai va II-coherent phai.

Dinh 1y sau day tong hop céac két qua vé diic trung vanh ntta di truyén tit tai
lieu [IT] va [30].
Dinh 1y 1.3.20 ([I1, Theorem 2.4}, [30, Lemma 4.66, Theorem 4.67 (Chase))).
Cdc khdng dinh sau la tuong duong doi vdi vanh R:
(1) R la vanh nia di truyén phdi.
(2) Moi idéan phdi chinh cia vanh ma tran M, (R) la za dnh.

(3) R la vanh coherent phdi va théa man mot trong cic dieu kién tuong duong

sau:
(a) Moi modun con cia R-modun phdi phang la phang.

(b) Moi modun con ciia R-modun trdi phang la phang.

Mot modun M dude goi 1 zodn néu M nhitng duge vao tich trie tiép cac ban
sao clia Ry [30, Definition 4.64]. Dac trung vanh nita di truyén lien quan dén tinh
xa anh ctia cac modun hitu han sinh xodn dugce phat biéu trong dinh 1y sau.

Dinh 1y 1.3.21 ([42, Theorem 3.5]). Cho vanh R. Khi dé, cic diéu kién sau la
tuong duong:

(1) Moi R-modun phdi hitu han sinh zodn la xa dnh.
(2) Moi R-modun trdi hitu han sinh xoan la xa dnh.

(3) Vanh R la nia di truyén trdi va I1-coherent phds.
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(4) Vanh R la nita di truyén phdi va -coherent trdi.
Ddc biét, vanh R théa mdn cdc dieu kién tuong duong trén la vanh nia di
truyén phdi va trdi.
Dinh nghia 1.3.22 ([I, tr. 129]). Mot vanh R dudc goi 1a nia nguyén so néu R

la nita dia phuong va J(R) la idéan lay linh.

Mabi vanh nita nguyén so la vanh hoan chinh phéi (trai). Ngugce lai, dieu kién

dé mdi vanh hoan chinh phai 14 nita nguyén so dudc trinh bay trong meénh dé dudi
day.
Meénh dé 1.3.23 ([45, Corollary 2]). Néu R la vanh hoan chinh phdi va moi idéan
phai chinh cia R la za anh thi R la nida nguyén so va moi idéan trai chinh cia R
cing la xa dnh. Hon nita, néu R la vanh di truyén phdi va hoan chinh phdi thi R
cing la vanh di truyén trd.

Két qua ve dic trung clia modun bat bién liy linh trén vanh ntta nguyén so
dugc phét biéu nhu sau:

Bo6 dé 1.3.24 ([37, Corollary 2.7]). Cho R la vanh nita nguyén so va M la R-
modun. Khi dé, M la bat bién lay linh khi va chi khi moi tu dong cau liy linh cia

cac modun con cua M md rong dén tu dong cau liy linh cia M.
Dinh nghia 1.3.25 ([34, pp. 20]). Mot vanh duge goi 1a tua Frobenius néu no 1a
vanh Artin hai phia va tu noi xa hai phia.

Cac tac gia Faith v Walker da dua ra mot dic trung vé vanh tua Frobenius,
dé 1a 16p vanh ma mdi modun xa anh 13 noi xa va ngudce lai, cu thé nhu sau:
Dinh 1y 1.3.26 ([14, Theorem 24.20]). Cho R la vanh. Khi dé, cdc phdt biéu sau
la tuong duong:

(1) Vanh R la tua Frobenius.
(2) Moi R-modun noi za la xa anh.
(3) Moi R-modun xa dnh la noi xa.
Tu céc két qui nghien cttu ctia Fuller, Faith, Byrd ([6], [14], [15]), ching ta

thay ring trén vanh Artin idéan chinh, 16p modun tya xa anh va 16p modun do6i

ngau la tring nhau. Chung to6i nhic lai két qua nay trong dinh 1y tiép theo.
Dinh 1y 1.3.27 ([6], [14], [15]). Cdc diéu kién sau la tuong duong doi vdi vanh R:

(1) Vanh R la Artin idéan chinh.
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(2) Moi R-modun tua noi za la tua za dnh.
(8) Moi R-modun tua za dnh la tua noi za.
(4) Moi vanh thuong cia R la tia Frobenius.

Dinh nghia 1.3.28 ([I5, pp. 132]). Cho R la vanh Artin phéai. Mot médun M
duoc goi 1a modun chudi néu M c6 duy nhat chudi hgp thanh. Mot vanh R dugc
goi 1a vanh chudi tong qudt néu mdi R-modun xa anh khong phan tich duge la
modun chudi.

Dic trung vanh chudi tong quét gin lién véi tinh chat tua noi xa hoiic tua xa
anh clia cac modun khong phan tich duge. Tinh chat nay da dugc nghién cttu béi
tac gia Fuller.

Dinh 1y 1.3.29 ([15, Theorem 5.3]). Cho R la vanh Artin trdi. Khi dé, cdc khdng
dinh sau la tuong duong:

(1) R la vanh chudi tong qudt.

(2) Moi R-modun khong phan tich duge la tua xa danh.

(8) Moi R-modun khong phan tich duge la tua noi za.

(4) Moi R-modun tua noi xa khong phan tich dugc la tua xa dnh.

(5) Moi R-modun tua za dnh khong phan tich dugc la tua noi za.

Ménh dé 1.3.30 ([14, Proposition 25.4.17A)). Néu R la vanh Artin chudi thy moi
modun ding cau vdi tong truc tiép cia cdic idéan chudi zyclic mot phia. Trong
truong hop nay, moi modun ddang cdu vdi tong truc tiép cia cic idéan cyclic mot
phia.

Ching t6i nhic lai két qua vé idean cuc tiéu trén vanh nguyeén to.
Dinh 1y 1.3.31 ([29, Theorem 11.11]). Cho R la vanh cé idéan trdi cuc tiéu U.
Khi dé, cac dieu kién sau la tuong duong:
(1) R la vanh nguyén to.
(2) R la vanh nguyén thiy trdi.
(8) R la vanh nguyén thiy phdi.

Hon nia, néu cic diéu kién trén dugc théa man thi R cing cé idéan phdi cuc

tiéu B. Moi R-modun trdi (phdi) cuc tiéu trung thanh dang cau véi U (tuong ting,
Bg).
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Dinh nghia 1.3.32 ([31], pp. 306-307]). Mot vanh R duge goi 1a vanh chinh quy
Von Neumann (hay vanh chinh quy) néu v6i mdi a € R, ton tai phan ti b € R sao
cho a = aba. Mot vanh R dugc goi 1a vanh chinh quy khd nghich néu v6i moi a € R,
ton tai phan tit kha nghich b € R sao cho a = aba. Mot vanh R duge goi 1a vanh
chinh quy manh néu véi moéi a € R, ton tai b € R sao cho a = a?b.

Dinh nghia 1.3.33 ([31), pp. 306-307]). Mot vanh R duge goi 1a nia chinh quy
néu R/J(R) la chinh quy va cac lity dang nang duge modulo J(R).

Dinh 1y 1.3.34 (|34, Theorem B.56]). Vanh R la nida chinh quy khi va chi khi

moi R-modun phdi (trdi) hitu han biéu dién dugc cé phi za dnh.

Tinh chat vanh tu dong ciu ctia modun bat bién ding ciu dugc trinh bay
trong ménh dé sau.

Ménh dé 1.3.35 ([17, Proposition 1]). Cho M la médun bat bién dang ciu, R' =
End(M) va A ={r € R : Ker(r) <¢ M}. Khi do, A = J(R'), R'/J(R') la vanh chinh
quy va cdc liy dang nang duge modulo J(R').

Tt Meénh dé [1.3.35, ta suy ra két qua sau.
Hé qua 1.3.36. Cho R la vanh bat bién dang ciu phdi. Khi dé, J(R) = Z(RRg).

B6 dé sau la tinh chat vanh bat bién déng cau phai thong qua linh hoéa tt phai
clia cac phan tif trén vanh.
Bo6 dé 1.3.37 (J40, Lemma 2.2]). Cho R la vanh bat bién dang ciu phdi. Khi do,
bat ky z,y € R ma rr(x) = rr(y) tht Rz = Ry.

Dinh nghia 1.3.38 ([22, pp. 73]). Mot vanh R dugc goi 1a g-vanh phdi néu moi
idéan phai cua R la tya noi xa.

Dac trung ctia ¢g-vanh phai trong truong hgp vanh khong phan tich duge, khong
1a vanh don, khong la vanh dia phuong va déi sinh noi xa dugc phat biéu nhu sau:

Dinh 1y 1.3.39 (|20, Theorem 2.9]). Cho R la vanh co sd, khong phan tich duoc,
khong la vanh don, khong la vanh dia phuong sao cho Ry la doi sinh noi za. Khi
dé, R la q-vanh phdi khi va chi khi eRf C Soc(RRg), trong dé e va f la cdac phan ti
liy dang truc giao cia R.

Tiép theo, chiing t6i trinh bay mot s6 tinh chat 16p vanh mdé rong ctia ¢-vanh.

Dinh nghia 1.3.40 ([44], pp. 13]). Mot vanh R dugc goi 1a a-vanh phd: néu méi
idean phai ctia R la bat bién ding cau.

Mot s6 tinh chat ciia 16p a-vanh phai duge trinh bay trong cac bo dé tiép theo.
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B6 dé 1.3.41 (27, Proposition 3.1]). Cdc khang dinh sau la twong duong doi vdi
vanh R:

(1) R la a-vanh pha;.

(2) Méi idéan phdi cot yéu cia R la bat bién dang cau.

(3) Vanh R la bat bién dang cdu phdi va moi idéan phdi cot yéu cia R la T-modun
trai, trong dé T la vanh con cia R dugc sinh bdi cdc phan ti khd nghich cia

R.
Bo dé 1.3.42 (|27, Lemma 3.3, Lemma 4.1]). Cho A, B la cic idéan phdi ciia

a-vanh phai R sao cho AN B =0. Khi do,
(1) Néu ¢ : A — B la dong cau khdac khong thi o(A) la moédun nia don. Hon nita,
néu B la modun déu thi o(A) la modun don.
(2) Néu A= B thi A la idéan phdi nita don, noi za va khong suy bién.
(3) Néu e la phan tit liy dang khong tam thuong ciia R sao cho eR(1 —¢) # 0 thi
Soc(eR) # 0.
Sau day, ching t6i nhic lai vé vanh ma tran tam giac hinh thitc trong [28, pp.

3-5, 34].
Cho hai vanh R, S va M la R — S-song modun. Khi do,

M
K = i = rm |re Ryse Ssme M
0 S 0 s

la vanh v6i phép cong va phép nhan xac dinh nhu sau:
r om rm/ r+r m+m
_|_ =
0 s 0 s 0 s+
r m rom/ B rr’ rm’ +ms’
0 s 0 s/ \o ss' '

Vanh K dugce goi la vanh ma tran tam giac hinh thic.

Pham tru cac K-modun tuong duong v6i pham trit T gom cac bo (XY, f),
trong d6 X 1a R-modun, Y 1a S-modun va f : X ®p M — Y la dong cau clia cic
S-modun. Mot K-modun (XY, f) 1a nhom cong X ¢ Y v6i phép toan trén K xac

dinh nhu sau:

0 s

(v v) ( m) = (ar.f (@ m) + ys).
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Cho cac K-modun (X1, Y7, f1) va (X2, Y2, f2), mot K-dong cau ¢ : (X1, Y1, f1) —
(Xo,Ya, f2) 14 bo (1, p2), trong d6 ¢ : X1 — X5 1a dong cau clia cac R-modun va
@2 1 Y1 — Y5 1a dong cau clia cac S-modun sao cho biéu do sau giao hoan:

fi

X1 ®r M Yy
P1®1ar P2
f2
Xo@r M Ys

Mot K-dong cau ¢ = (p1,92) : (X1, Y1, f1) — (X2, Ys, f2) 1a don cau (toan cau)
néu o1 va gy 1a cac don cau (toan cau).

(Xo, Yo, fo) duge goi 1a médun con cia K-modun (X,Y, f) néu Xog < Xp va
Yy < Yg sao cho biéu dd sau day giao hoan:

Xo®r M fo Yo
11®1nm L2
X®rM Y

trong do6 ¢ : Xog — X, 1o : Yy — Y la cac phép nhiung.

M
Dinh ly 1.3.43 (28, Theorem 2.5.1)). Vanh K = (10% S) la vanh Artin trdi khi

va chi khi R, S la cac vanh Artin trai va gM la modun Artin.
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CHUONG 2.
LOP MODUN GIA XA ANH VA CAC
VANH LIEN QUAN

Trong chuong nay, ching toi nghién cttu modun gia xa anh trén cac 16p vanh
co dién. Noi dung chinh ctia chuong chia thanh ba phan. Phan tht nhat trinh
bay dac trung ctia mot s6 16p vanh: vanh hoan chinh phai, vanh nita hoan chinh,
vanh ntta chinh quy, S-vanh phai, PP-vanh phai, vanh dong thoi coherent trai va
hoan chinh phai. Trong phan thit hai, ching toi déic trung vanh nita di truyén phai
thong qua tinh gid xa anh ctia modun con hitu han sinh ctia modun xa anh. Dong
thoi, chiing toi khdo sat tinh gid xa anh clia modun trén vanh di truyen phai. T
do6, ching toi xem xét dac trung ciia cac 16p vanh: nita di truyén phai va S-vanh
phai, ntta di truyen va Il-coherent, di truyén va nita nguyén so, hoan chinh phai
va di truyén phai. Trong phan cudi ciia chuong, chiing to6i nghién citu tinh gia xa
anh ctia modun trén vanh nita dia phuong, dong thoi xem xét cac diéu kien dé 16p
modun gid xa dnh tring véi 16p modun gid noi xa. Chuong nay duge viét trong
[19].

2.1. Mobdun gia xa anh trén vanh nita hoan chinh, vanh hoan
chinh

Trong phan nay, ching to6i nghién citu dac trung vanh nita hoan chinh va vanh
hoan chinh phai thong qua phii gid xa anh ciia cac modun. Dong thai, dic trung
16p vanh hoan chinh phai cling cdc md rong c6 lién quan dén tinh gid xa anh cia
modun ciing duge khio sat. Cac két qua chinh ctia phan nay duge trinh bay trong
Dinh 1y [2.1.5, Dinh ly va Dinh 1y 2.1.9]

Vanh Artin nita don 1a 16p vanh ma mdi modun xylic 1a noi xa (Dinh 1y .
Lép vanh nay ciing duge dac trung thong qua tinh gia xa anh ctia cac modun. Cu
thé, mot vanh R la Artin nita don néu va chi néu méi R-modun hitu han sinh 1a
gid xa anh (Menh de . Chung toi tiép tuc chi ra dac trung ctia vanh Artin
nita don thong qua tinh gia noi xa ctia modun hitu han sinh.

Ménh dé 2.1.1. Cac diéu kién sau la tuong duong doi vdi vanh R:

(1) Vanh R la Artin nia don.

(2) Moi R-modun hitu han sinh la gid xa dnh.



25

(8) Moi R-modun hitu han sinh la gid noi za.

Chaing minh. (1) < (2) Theo Ménh dé [1.3.4] hai diéu kieén nay tuong duong.

(1) = (3) V1 R la vanh Artin ntta don nén moi R-moédun htu han sinh M la
noi xa. Do d6, M ciing la gia noi xa.

(3) = (1) Gia st C' la R-modun xyclic. Goi N = Rp®C va vi vay N la R-modun
phai hitu han sinh. Theo gia thiét, N 13 gid noi xa va do d6 C 1a Rz-noi xa. Dieu
nay ching t6 C 1a modun noi xa. T két qua clia Osofsky (Dinh 1y , ching
ta két luan R 1a vanh Artin nia don. O

Nhu da biét, vanh nita hoan chinh va hoan chinh phai 13 cac vanh dugce khai
quat tit vanh Artin nita don. Dac trung hai 16p vanh nay gan lién véi sit ton tai clia
phtt xa anh, cu thé: Mot vanh R 1a hoan chinh phai khi va chi khi moi R-modun
c6 phil xa anh; con R 1 nita hoan chinh néu va chi néu moi médun hitu han sinh
tréen R c6 phi xa anh. Ching toi sé md rong cac két qua trén, khio sat vanh nta
hoan chinh va hoan chinh phai thong qua pht gia xa anh. Truée khi trinh bay cac
két qua chinh, ching toi giéi thieu mot ki thuat dé lien két gitta tinh xa anh va
gia xa anh, cling nhu gitta phtt xa anh va phu gia xa anh.

Ménh dé 2.1.2. Cho toan ciu f : P — M, trong dé M la R-modun va P la
R-modun za anh. Khi do,

(1) Modun M la za anh khi va chi khi modun P & M la gid za dnh.

(2) Modun M c¢6 phi za dnh khi va chi khi modun P & M cé phi gid xa dnh.

Chitng minh. (1) Néu M 1 xa anh thi P @ M cing 1a xa anh. Do d6, P @ M la gia
xa anh. Nguoc lai, gid st P& M la gia xa anh. T B dé[1.2.7] toan cAu f: P — M

ché ra. Suy ra M dang cau véi mot hang ti tryc tiép ctia P, nén M 1a xa anh.

(2) Goi @ 1a phtt xa anh clia M va ton tai toan cu ¢ : Q — M théa méan
Ker(q) < @ v6i @ 1a mdédun xa anh. Vi P 1a xa anh nén P @ @ la gia xa anh. Xét
dong cAu 1p @ q: P®Q — P @ M xac dinh bdi (1p @ ¢)(x,y) = (x,¢(y)). Khi do,
1p @ q & toan cau va Ker(1p @ ¢q) = Ker(q), suy ra Ker(1p @ ¢) < P @ Q. Vi vay,
P @ Q la phi gid xa anh ctia P @ M. Ngugc lai, gid stt ¢: Q — P @ M 1 toan cau
déi cot yéu sao cho Q 1a modun gia xa anh. Goi 7 : P@ M — P la phép chiéu chinh
tac, suy ra moq: Q — P la toan cau. Vi P la xa anh nén 7 o ¢ 1& toan cau ché ra.
Khi d6, ton tai dong cau 3: P — @ sao cho mogo 8 = 1p va Q = Im(B) ®Ker(moq).
Do d6, 8 1a mot don cau va vi vay P = Im(3). Dat P’ = Ker(r o q) va ¢1 = q|p/,
suy ra q1(P') = q(P') = M. Diéu nay ching t6 ¢; : P — M 1a toan cau. Mit khac,
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Ker(q1) = Ker(q) va Ker(¢q;) < P'. Dé chitng minh P’ 13 phii xa anh clia M, ta can
chitng minh P’ 1a modun xa anh. Xét bicu do sau

Vi P la xa anh nén ton tai dong cau g : P — P’ sao cho biéu do trén giao hoén,
nghia la g og = f. Tt P’ = Im(g) ® Ker(q1) va Ker(¢1) < P’ nén ta c6 P’ = Im(g).
Vi vay, g la toan cau. Hon nita, vi Q = P @ P’ 1a gid xa anh nén g 1a toan cau ché
ra (Bo dé . Do dé, P’ dang cau v6i mot hang ti truc tiép ciia P. Theo gid
thiét, P la xa anh; suy ra P’ la xa anh. Vay, P’ 1a pht xa anh ciia M. O

Ap dung Ménh dé [2.1.2| cho cac 16p vanh: hoan chinh phai, nita hoan chinh va

nita chinh quy, ching t6i thu duge két qua vé dac trung vanh thong qua phu gia
xa anh cua cac modun.

Hé qua 2.1.3 ([46, Theorem 1.16]). Vanh R la hoan chinh phai khi va chi khi moi
R-modun cé phi gid xa danh.

Chiing minh. Gia st R la vanh hoan chinh phai. Khi d6, moi R-moédun c6 pht xa
anh (Dinh ly . Tt d6 suy ra moi R-modun c6 phu gia xa anh. Ngugc lai, goi
M 13 mot R-modun phai va f : F — M 1a mot toan cau véi F 13 R-modun phai tuy
do. Theo gia thiét, F & M c¢6 phi gid xa anh. Ap dung Menh dé[2.1.2, M ¢6 pht
xa anh. Vay, R la vanh hoan chinh phai. O

Hé qua 2.1.4. Cho R la vanh. Khi do,

(1) Vanh R la mia hoan chinh khi va chi khi moi R-modun hi@u han sinh cd phi
gid xa anh.

(2) Vanh R la nita chinh quy néu va chi néu moi R-modun hitu han biéu dién dugc
co phu gia xa anh.
Tt Meénh dé va He qua 2.1.3 ching toi két luan mot dac trung clia vanh

hoan chinh phai trong dinh 1y duéi day.

Dinh ly 2.1.5. Vanh R la hoan chinh phdi khi va chi khi modun M & F c¢6 phi
gid xa anh, trong do M la R-modun nia don va F la R-modun tu do.
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Chitng minh. Theo He quéa [2.1.3, néu M 1a R-modun nita don va F 1a R-modun
tu do thi M @ F ¢6 phu gia xa anh. Ngugc lai, cho M 1a R-modun nita don va F
14 modun tu do. Khi d6, goi ¢ : F — M la mot toan cau. Theo gia thiét, F & M
¢6 phit gid xa anh. Ap dung Menh dé [2.1.2, M c¢6 phit xa anh. Vi vay, R la vanh
hoan chinh phai theo Dinh Iy [1.3.13| O

Mot mé rong ctia 16p vanh nita hoan chinh 1a S-vanh. Trong dinh 1y sau, chiing

toi dac trung S-vanh phai thong qua tinh gia xa anh va tinh tira xa anh ciia médun.

Dinh 1y 2.1.6. Cho R la vanh. Khi dé, cdc diéu kién sau la tuong duong:

(1) R la S-vanh phdi.
(2) Moi R-modun hitu han sinh phdng la tua za dnh.
(3) Méi R-modun hitu han sinh phdng la gid za dnh.
Chitng minh. (1) = (2) Cho R la S-vanh phai. Khi d6, méi R-modun hitu han sinh
phang M la xa anh. Tt d6 suy ra M ciing la tua xa anh.
(2) = (3) Hién nhién vi méi modun tya xa anh la gid xa anh.

(3) = (1) Goi P 13 R-modun hitu han sinh phang va f : K — P la mot toan
cau v6i K 1a R-modun hitu han sinh tu do. Suy ra P @ K 1a modun hitu han sinh
phing. Do d6, P @ K la gia xa anh bdi vi (3). Ap dung Ménh dé[2.1.2, ta dugc P
la xa anh. Vi vay, R la S-vanh phai. OJ

Mot vanh R dudc goi 14 PP-vanh phdi néu mdi idéan phai chinh ciia R 13 xa
anh [16, pp. 340]. Golan da chiing minh ring R la PP-vanh phai khi va chi khi
moi idéan phai chinh ctia vanh ma tran Ms(R) duge sinh bdi ma tran chéo la tua
xa anh [16, Lemma 4.2]. Dya trén két qua nay, ching t6i md rong dic trung clia
PP-vanh phai bang cach st dung tinh gid xa anh trong Dinh ly .

Dinh 1y 2.1.7. Vanh R la PP-vanh phdi néu va chi néu moi idéan phdi chinh cia

vanh ma tran Mia(R) dugc sinh bdi ma tran chéo la May(R)-modun phadi gid xa dnh.

Chitng minh. Cho R la PP-vanh phai. Khi d6, mdi idéan phai chinh ctia vanh ma
tran My (R) dugce sinh béi ma tran chéo 1la My(R)-modun phai tua xa anh bdéi [16]
Lemma 4.2]. Do d6, moéi idéan phéi chinh ctia vanh ma tran My (R) duge sinh béi
ma tran chéo la My(R)-modun gia xa anh. Ngudc lai, goi S = Ma(R), a € R va I

. 2. s 2 . 2, ~ 2 O e 2 « X N
la idéan phai chinh ctia S dugce sinh béi ma tran chéo g E Theo gia thiet, I la

. ’ 10 S : 4
S-modun gia xa anh. Neu e = (O O) thi S va R tuong duong Morita v6i anh xa
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M — Me, trong d6 M la S-modun. Vi I la S-modun phai gia xa anh nén I cling la
R-modun gia xa anh. Vi Ie 2 «R ® R (nhu cac R-modun phai) va I 1a gid xa anh
nén suy ra aR @ R 1a R-modun gid xa anh. Do d6, toan cau chinh tic n: R — aR
ché ra. Vay, aR la xa anh va R la PP-vanh phai. O

Dinh nghia 2.1.8. Modun M dugdc goi 1a II-gid za dnh néu tich truc tiép clia mot
ho tuy ¥ cac ban sao cua M la gia xa anh.

Tac gia Chase da nghién cttu va chitng minh médun xa anh bao toan qua tich
tryc tiép khi va chi khi vanh R 1a hoan chinh phai va moi idéan trai hitu han sinh
clia R 1a hitu han lién két (Dinh ly . Mé rong két qua nay, ching toi chi ra
ddc trung vanh bang cach xem xét tinh gid xa anh ctia tich tryc tiép cac modun

xa anh (phang).

Dinh 1y 2.1.9. Cho R la vanh. Khi dé, cic dieu kién sau la tuong duong:

(1) Vanh R la coherent trdi va hoan chinh phds.

(2) Tich truc tiép mot ho bat ky cdc bin sao cia R la R-modun xa dnh.
(3) Tich truc tiép cia cic R-modun xa dnh la gid xa dnh.

(4) Tich truc tiép cia cic R-modun phang la gid za dnh.

(5) Moi R-modun za anh la 11-gid za dnh.

Chitng minh. (1) = (2) Cho R la vanh coherent trai va hoan chinh phai. Khi do,
mdi idéan trai hitu han sinh ctia R 1a hitu han biéu dién duge. Do dé, mbi idean
trai hitu han sinh ctia R 1a hitu han lién két. Vi R ciing 1a vanh hoan chinh phéai
nén tich tric tiép mot ho bat ky cac ban sao clia R 1& xa anh theo Dinh 1y .

(2) = (4) Theo (2), ta c6 R 1a vanh hoan chinh phai. Khi d6, m&i modun phang
cua R la xa anh. Goi M = Hie] M; 1a tich truec tiép ctia mot ho cac R-modun phang
M; v6i i € I. Nhu vay, M la tich truc tiép ctia ho bat k¥ cic modun xa anh. Theo
Dinh 1y [1.3.14] M 1a xa anh va do d6 M la gi4 xa &nh.

(4) = (3) Dat M =[],
M; v6i i € I. Vi mbi modun xa anh 1a phang nén cac M;, i € I 1a modun phéang.
Theo (4), M la gid xa anh.

(3) = (1) Gol M =T,
M; v6iieIva f:F— M lamot toan cau, trong d6 F 1a R-modun tu do. T do
suy ra M x F' la gid xa anh bi vi (3). Vi M x F 2 M & F nén M @ F cing la gia
xa anh. Ap dung Menh dé[2.1.2 ta ¢6 M la xa anh. Do d6, R la vanh hoan chinh

M; 1a tich truc tiép ciia mot ho cac R-modun xa anh

M; 1a tich tryc tiép ctia mot ho cic R-modun xa anh
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phai va mdi idéan trai hitu han sinh ctia R 1a httu han lien két (Dinh 1y [1.3.14)).
Vay, R la vanh coherent trai va hoan chinh phai.

(3) = (5) Goi M la R-modun xa anh. Khi d6, tich tryc tiép cac ban sao clia
M la gia xa anh. Do d6, M la II-gia xa anh.

(5) = (3) Gid st M =[],

el
anh M; v6ii € I va g; : M — M;, trong d6 i € I 14 phép chiéu chinh tac. Khi d6, ton

M; 1a tich truc tiép ctia mot ho cac R-modun xa

tai R-modun tuy do F va mot toan cau f: F — M. Vi mdi M; 1a xa anh nén toan
cau gjo f : F — M; ché ra. Do d6, ton tai cac moédun con A; < F, T; < F sao cho
F=A®T;va M; = Ay véimoiie I. Ma FI =], (AiaTi) = ([1,c; Ao Lie, T)
va FT 1a gid xa anh nén [Lic; Ai 1a gia xa anh. Vay, ching ta c6 M = [[,., M; =
[Lic; Ai 1a gid xa anh. O

Vi méi modun tu do 1a xa anh vi méi médun xa anh dang cau véi mot hang
ti truce tiép ctia modun ti do nén két qua sau dude xem nhu 14 hé qua ctia Dinh

ly 2.1.9]

Hé qua 2.1.10. Vanh R la coherent trdi va hoan chinh phdi khi va chi khi moi
R-modun tu do la 1I-gid xa dnh.

Ching minh. Goi M la R-mddun tu do. Khi d6, M ciing la xa anh. Theo Dinh
Iy , M la II-gi& xa anh. Nguoc lai, goi P la R-modun xa anh. Vi moi modun
xa anh dang cdu véi mot hang ti tryc tiép ciia modun tu do nén P = A <® RU)
v6i I 1a tap chi s6 nao d6. Theo gia thiét, modun tu do RY) 1a II-gid xa anh nén

P ciing la TI-gid xa anh. Ap dung Dinh 1y 2.1.9, R 1 vanh coherent trai va hoan
chinh phai. O

2.2. Moédun gia xa anh trén vanh nita di truyén, vanh di truyén

Phan nay nghién citu tinh chat ctia vanh nta di truyén phai va vanh di truyen
phai, cing véi cac md rong lién quan thong qua tinh gia xa anh cia moédun. Cac
két qua chinh ctia phan nay 13 Dinh 1y 2.2.1) Dinh 1y [2.2.3, Dinh 1y [2.2.5, Dinh 1y

2.6, Dinh 1y [2.2.7 Dinh 1y 2.2.8]

Dua trén mot sd két qua da biét vé vanh nita di truyeén phai va vanh di truyen
phéai, ching toi tiép tuc nghién citu dac trung cac vanh nay thong qua tinh gia xa
anh ctia modun va thu duge mot s6 két qua. Dudi day 1a dac trung clia vanh nia

di truyen phai.

Dinh 1y 2.2.1. Cdc khang dinh sau la tuong duong doi vdi vanh R:

(1) R la vanh nia di truyén phdi.
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(2) Moi modun con hiu han sinh cia R-modun xa anh la gid xa anh.

(8) Vi moi R-modun hitu han sinh tu do F, moi idéan phdi chinh ctia S = End(F)

la S-modun gia xa anh.

Chiing minh. (1) = (2) Vi R la vanh nita di truyén phai nén mdi modun con hitu
han sinh ctia R-modun xa anh 1a xa anh. Do d6, moi modun con hitu han sinh cia

R-mo6dun xa anh la gia xa anh.

(2) = (1) Goi K la médun con hitu han sinh ctia R-moédun xa anh P va mot
toan cau f : F — K, trong d6 F 1a R-modun hitu han sinh ti do. Vi F @ K 1a
modun con httu han sinh cia médun xa anh F¢ P nén F ¢ K la gia xa anh bdi vi

(2). Theo Menh dé[2.1.2] K 1a xa anh. Vay, R la vanh ntta di truyén phai.

(1) = (3) Vi F la R-modun httu han sinh ty do nén F = R" v6i n € N. Suy ra
End(F) = End(R") 2 M,,(R). Ap dung Dinh 1y [1.3.20| cho vanh nita di truyén phai
R, m6i idéan phai chinh cia vanh ma tran M, (R) la xa anh. Do d6, moi idéan

phai chinh cia S = End(F) la gia xa anh.

(3) = (1) Véi F la R-modun hitu han sinh ty do, ta ¢6 S = End(F) = M, (R).
Khi d6, F @ F la modun ty do sao cho End(F & F) = My(S). Tu d6 suy ra moi
idéan phai chinh ctia End(F & F) = My(S) la gia xa anh béi vi (3). T Dinh 1y
2.1.7, suy ra S la PP-vanh phai. Do d6, M,,(R) la PP-vanh phai v6i moi n, nghia
14 moi idéan phéi chinh clia vanh ma tran M, (R) la xa anh. Vi vay, R 1a vanh nia
di truyen phai. O

Két qua sau 1a he qua ciia Dinh 1y [2.2.1]

Hé qua 2.2.2. Cho R la vanh. Khi dé, cic phdt biéu sau la tuong duong:

(1) Vanh R la nia di truyén phd.

(2) Méi modun con hitu han sinh cia R™ la gid za dnh vdi moi s6 nguyén duong

n.
(3) Méi idéan phdi chinh cia M, (R) la gid za dnh vdi moi s6 nguyén duong n.
Theo két qué ctia Puninski va Rothmaler (Ménh dé[1.3.18)), ching ta két luan
rang moi vanh nita di truyén phai va S-vanh phéi ciing 14 vanh ntta di truyen trai

va S-vanh trai. Dic trung ctia 16p vanh nay thong qua tinh gid xa anh ctia médun
dugce trinh bay trong dinh 1y sau.

Dinh 1y 2.2.3. Cdc diéu kién sau la tuong duong doi vdi vanh R:

(1) R la nita di truyen phdi va S-vanh phdi.
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(2) R la nita di truyén trdi va S-vanh trdi.

(3) Méi modun con hitu han sinh ciia R-modun phdi phdang la gid va dnbh.

(4) M&i modun con hitu han sinh cia R-modun trdi phang la gid xa dnh.

Chiing minh. (1) < (2) Theo Ménh dé [1.3.18, mdi vanh nita di truyén phai va
S-vanh phéi ciing 13 vanh nita di truyén trai va S-vanh trai va nguogc lai.

(1) = (3) Goi K la mddun con hitu han sinh ctia R-moédun phang F. Vi R
14 vanh nita di truyén phai nén K 1a moédun phai phing béi Dinh 1y [1.3.20, Mat
khac, R ciing 1& S-vanh phai nén moi modun hitu han sinh phang & gid xa anh.

Do do, K la gia xa anh.

(3) = (1) Gid stt K la modun con hitu han sinh cia R-modun xa anh P. Vi
mdi modun xa anh 1 phdng nén P 13 modun phing. Ap dung (3), ta ¢6 K la gia
xa anh. Theo Dinh 1y [2.2.1] ta suy ra R 13 vanh ntta di truyén phéi.

Goi M 1a R-modun hitu han sinh phéng. Vi mdi médun con hitu han sinh clia
R-modun phing la gia xa anh nén M la gid xa anh. Do d6, R 1a S-vanh phai béi
vi Dinh 1y [2.1.6]

(2) & (4) Chiing minh tuong tu nhu (1) < (3). O

M6 rong Dinh ly [2.2.3] ching toi suy ra dic trung vanh nta di truyén va
S-vanh thong qua tinh gid xa anh ctia cac médun con hitu han sinh cia moédun
phéng.

Hé qua 2.2.4. Cho vanh R. Khi dé, cic phdt biéu sau la tuong duong:

(1) R la nita di truyén va S-vanh.
(2) Méi modun con hitu han sinh ciia R-modun phdi phang la gid va dnbh.
(8) Méi modun con hitu han sinh ciia R-modun trdi phang la gid xa dnbh.
Chung toi cling nghién cttu dic trung vanh ntta di truyen va II-coherent thong
qua tinh gid xa &nh ctia modun phai (trai) hitu han sinh xoin va dugc két qua sau.

Dinh 1y 2.2.5. Cdc khang dinh sau la tuong duong doi vdi vanh R:

(1) R la mita di truyén va H-coherent.
(2) Méi R-modun phdi hitu han sinh zodn la xa dnh.
(3) Méi R-modun phdi hitu han sinh zoan la gid xa dnh.

(4) Méi R-modun trai hitu han sinh zoan la xa dnh.
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(5) Méi R-modun trdi hitu han sinh zoan la gid Ta dnh.

Chiing minh. (1) < (2) Theo Dinh ly [1.3.21, R la ntta di truyen va II-coherent
tuong duong véi méi R-modun phai hitu han sinh xodn 13 xa anh.

(2) = (3) Néu m6i R-modun hitu han sinh xodn M la xa anh thi M cing la
gia xa anh.

(3) = (2) Goi M la R-modun hitu han sinh xodn va mot toan cau n: F — M
v6i F' la R-modun htu han sinh ty do. Ma F & M ciing la médun hitu han sinh
xoan, nén theo gia thiét, F @ M la gid xa anh. Vay, M la xa anh theo Ménh dé
2.1.21

(1)< (4) < (5). Ching minh tuong tu nhu (1)< (2) < (3). O

Dinh ly cho thay rang mot vanh ntta di truyén co thé dac trung thong
qua tinh gia xa anh ciia modun con hitu han sinh cia médun xa anh. Khi md rong

diéu kien nay cho modun bat ky, ching t6i thu duge dic trung ciia vanh di truyén.

Dinh 1y 2.2.6. Cho vanh R. Khi dé, cdc diéu kién sau la tuong duong:

(1) Vanh R la di truyén phd.
(2) Moi modun con cia R-modun xa anh la gid xa anh.

(8) Moi idéan phdi chinh cia S = End(F) la gid xa dnh vdi F la R-modun ty do.

Chiaing minh. (1) = (2) Vi R 1a vanh di truyén phai nén méi modun con ctia modun
xa anh l1a xa anh. Vi vay, moéi modun con ctia modun xa anh ciing 1a gid xa anh.

(2) = (1) Cho K la modun con ciia R-modun xa énh P va f: F — K la mot
toan cau, trong d6 F 1a R-modun ty do. Vi F @ K 13 modun con clia modun xa
dnh F @ P nén F & K la gid xa anh. Theo Meénh dé 2.1.2) K 1a xa anh. Vi vay, R
1a vanh di truyén phai.

(1) = (3) Néu F 1a R-modun tu do thi mdi idean phéi chinh clia vanh ty dong
cau End(F) 1a xa anh theo Dinh 1y [1.3.16, Do d6, mdi idéan phai chinh ctia vanh
tu dong cau End(F) ciing 1a gid xa anh.

(3) = (1) V6i F la R-modun ty do, ta ¢c6 F @& F la mdodun tu do sao cho
End(F & F) & My(End(F)). Tt (3) suy ra moi idéan phai chinh cia End(F & F) 1a
gid xa anh. Ap dung Dinh Iy [2.1.7] ta suy ra vanh End(F) la PP-vanh phai. Do
do6, moi idean phéai chinh clia End(F) 1a xa 4nh. Vay, R 1a vanh di truyén phai. [

Meénh dé [1.3.23| cho ta két luan rang mdi vanh hoan chinh phai va di truyen
phai ciing 1a vanh hoan chinh trai va di truyen trai. Ngoai ra, trong Dinh 1y [2.2.6]



33

néu thay modun xa anh bing modun phiang thi ching t6i chiing minh dugc rang
cac vanh di truyen va ntta nguyén so c6 thé duge diic trung thong qua tinh gia xa

anh cia modun con ctia mdédun phang.

Pinh 1y 2.2.7. Cdc phdt biéu sau la tuong duong déi vdi vanh R:

(1) R la di truyén va nida nguyén so.
(2) R la hoan chinh phdi va di truyén phdi.
(3) R la hoan chinh trdi va di truyén trdi.
(4) Méi modun con ciia R-modun phdi phdng la gid za dnh.
(5) Méi modun con clia R-modun trdi phang la gid za dnh.
Chitng minh. (1) = (2) Hién nhién vi m&i vanh ntta nguyén so 14 vanh hoan chinh
phai (trai).
(2) = (1) Vanh R 1a di truyén phai nén méi idéan phai chinh ctia vanh R 1a
xa anh. Vanh hoan chinh phai R ¢6 méi idéan phai chinh 14 xa anh nén theo Ménh

dé [1.3.23] R 13 vanh nita nguyén so va di truyeén trai. Vay, R 1a vanh di truyéen va
nita nguyén so.

(2) & (3) Theo Ménh dé [1.3.23] hai diéu kién nay tuong duong.

(2) = (4) Gia st N 1a modun con ctia R-moddun phai phang M. Vi R la vanh
hoan chinh phai nén M 1a xa anh. Do R ciing 13 vanh di truyén phai nén ap dung
Dinh ly ta duge N la gia xa anh.

(4) = (2) Goi N la modun con clia R-modun phéi xa &nh M. Do méi modun
xa anh 13 phang nén M 1a modun phang. Suy ra N la gid xa anh bdi vi (4). Theo
Dinh 1y [2.2.6, R la vanh di truyén phai. Theo (4), méi modun phai phéng la gia
xa anh. Do d6, R 1a vanh hoan chinh phai.

(3) & (5) Chiing minh tuong tu nhu (2) < (4). O

Theo két qua Dinh 1y [2.2.5) méi R-modun phai hitu han sinh xo#n 1 gid xa
anh khi va chi khi vanh R 1a ntta di truyén va II-coherent. Mot cich tuong tu,
nghién citu dic trung vanh ma moéi modun phai (trai) xoan la giad xa dnh, chiing
toi thu duge két qué:

Pinh 1y 2.2.8. Cho R la vanh. Khi do, cic khang dinh sau la tuong duong:
(1) R la di truyén va nia nguyén so.

(2) Méi R-modun phdi zoan la g dnh.
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(8) Méi R-modun trdi xoan la xa dnh.
(4) Méi R-modun phdi zoan la gid T dnh.

(5) Méi R-modun trdi xoan la gid xa dnh.

Chiing minh. (1) = (2) Vi vanh R 1a di truyén va nita nguyén so nén R ciing 1a
vanh coherent trai vi hoan chinh phai. Theo Dinh 1y [2.1.9] tich truc tiép mot ho
bat k¥ cac ban sao ciia R 14 R-modun xa anh. Hon nita, vi R 13 vanh di truyen
phéi nén moi moédun con cla tich tryc tiép mot ho bat k¥ cac ban sao clia R 1 xa
anh. Do d6, mdi R-modun xoan 1 xa anh.

(2) = (4) VI m6i R-modun xoan 1a xa anh nén mo6i R-modun xoan cing 1a gia
xa anh.

(4) = (2) Goi M la R-modun xodn va mot toan cau n : F — M véi F 1a
R-modun tir do. Ma F @ M 13 modun xoan nén F @& M 1a gid xa anh (do (4)). Vay,
M la xa anh.

(2) = (1) Dat M = R v6i I 1a mot tap ndo d6, ta c6 M 1a modun xodn. T
gia thiét, suy ra M 1a xa anh. Ap dung Dinh 1y [2.1.9, ta c¢6 R 1a vanh hoan chinh

phai. Goi H la médun con cia moédun xa anh P. Vi P la xa anh nén P — RO véi
I 13 mot tap nao do. Do d6, H — R, tit d6 suy ra H 1a modun xoén. Theo (2), H
Ia xa anh. Vi vay, R ciing 1a vanh di truyén phai. Theo Dinh 1y [2.2.7, R 1a vanh di

truyén va nita nguyén so.

(1) & (3) & (5) Chiing minh tuong tu nhu (1) < (2) & (4). O

2.3. Modun gia xa anh trén vanh nita dia phuong va vanh Artin
idéan chinh

Phan nay trinh bay dac trung vanh nita dia phuong thong qua tinh gid xa anh
cua modun hitu han sinh nita nguyén thiy. Hon ntta, dac trung cia vanh ma 16p
modun gia noéi xa trung véi 16p modun gia xa anh cling duge ching t6i nghién citu.
Céc két quéa chinh ciia phan nay 1a Dinh 1y [2.3.2] Dinh 1y [2.3.3

Bo6 dé sau cho thay ring tinh chat gia xa anh ctia modun hitu han sinh nitta
nguyéen thity dudgc bao toan khi chuyén sang vanh thuong.

Bé dé 2.3.1. Néu mdi R-modun hitu han sinh nia nguyén thiy la gid za dnh thi

vanh thuong ciia R ciing cé tinh chat nay.

Chiing minh. Goi S la vanh thuong cia R va M la S-mdédun hitu han sinh nita
nguyen thiy. Khi d6, M ciing 1a R-moédun hitu han sinh nita nguyén thiy. Vi moi
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R-mo6dun hitu han sinh nita nguyén thiuy la gia xa anh nén M la R-moédun gia xa

anh. Vi vay, M la S-modun gia xa anh. [
Tiép theo, chting toi trinh bay dic trung vanh nita dia phuong thong qua tinh

gia xa anh ciia moédun hitu han sinh nita nguyén thuy.

Dinh 1y 2.3.2. Cdc phat biéu sau la tuong duong doi véi vanh R da cho:

(1) R la nia dia phuong.
(2) Moi R-modun hitu han sinh nia nguyén thiy la modun Artin.

(8) Moi R-médun hitu han sinh nia nguyén thiy la gid xa dnh.

Ngoai ra, néu dieu kien (1) dugc théa man thi ba dicu kién trén cing tuong

duong khi xét trén cac R-modun trda.

Chitng minh. (1) = (2) Goi M la R-modun hitu han sinh nita nguyén thiy, ta
sé chiing minh M 14 modun Artin bang phuong phap quy nap theo s6 phan tit
sinh ctia M. Gia st M dugc sinh béi n phan tit. Véi n = 1, M 1a modun xyclic,
suy ra ton tai idéan phai K cia R sao cho M = R/K. Vi M la modun niia
nguyéen thity nén Rad(M) = 0, suy ra J(R/K) = 0 hay J(R) < K. Tu d6 dan dén
R/K = (R/J(R))/(K/J(R)). Ma R la vanh nia dia phuong nén R/J(R) la vanh
Artin ntita don. Do d6, R/K 1a modun Artin nita don. Vi vay, M = R/K la modun
Artin. Gid st méi R-modun nita nguyén thily duge sinh béi n = k phan ti 1a
modun Artin. Ta sé chiing minh R-modun httu han sinh nita nguyén thuy

M=mR+moR+ - +mp R
14 modun Artin. Xét diy khép ngan nhu sau:
0—=miR—M— M/mR— 0.

Theo gia thiét quy nap, miR va M/m1R 1a cAc modun Artin. Tt d6 suy ra M 1a
modun Artin. Theo nguyén 1y quy nap, médun hitu han sinh nita nguyén thay M
la modun Artin.

(2) = (3) Gia st M la R-modun hitu han sinh nita nguyén thiy. Theo (2), ta
suy ra M la modun Artin. Do dé6, M la gia xa anh.

(3) = (1) Dat R = R/J(R), ta can chtiing minh R la vanh Artin nita don,
titc 1a chiing minh méi R-modun don 1a xa anh. Goi S 1a R-modun don va dat
M = Rp® S. Khi d6, M 1a R-modun hitu han sinh nita nguyén thity. Theo (3), ¢6
thé két luan ring M 13 R-modun gid xa anh. Ap dung B6 dé [2.3.1, M 14 R-modun
giA xa dnh. Ma S 1 anh toan cAu clia Ry nén theo BS dé[1.2.7, toan cdu f : R — S
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ché ra. Do d6, S 1a R-modun xa anh. Vi vay, R 1a vanh Artin ntta don, dan dén R
la vanh nta dia phuong. n

Nhu da biét, cac tdc gid Faith vd Walker da ching minh ridng: Mot vanh la
tua Frobenius néu va chi néu hai 16p modun noi xa v xa anh tring nhau. Ngoai
ra, cac két qua ctia Fuller, Faith va Byrd (Dinh ly cho ta biét rang trén
vanh Artin idéan chinh, 16p modun tia xa anh tring véi 16p modun déi ngau. Tt
d6, ching toi huéng dén viec xac dinh diéu kién dé 16p modun gia xa anh trung
v6i 16p modun gia noi xa. Két qua nay duge trinh bay trong dinh 1y cudi cling cia
chuong.

Dinh 1y 2.3.3. Cho vanh R. Khi dé, cic khang dinh sau la tuong duong:

(1) Vanh R la Artin idéan chinh.

(2) Moi R-modun phdi gid xa dnh la tua noi zq.
(8) Moi R-modun phdi gia xa dnh la gia noi za.
(4) Moi R-modun phdi gia noi za la tua za dnh.

(5) Moi R-modun phdi gia noi za la gid za dnh.

Chitng minh. (1) = (2) Goi M la R-modun gid xa anh. Vi R la vanh Artin idéan
chinh nén R ciing 1a vanh Artin chudi. Theo Ménh dé , M =@, ; M;, trong
d6 moéi R-modun M; 1a chudi xyclic. Vi moi M; 1a modun khong tich duge va R 1a
vanh Artin idéan chinh, nén theo Dinh Iy , moi modun M; 1a tya xa anh, tic
la M; 1a M;-xa anh v6i moi ¢ € I. Mat khac, M la gia xa anh nén M; 1a M;-xa anh
v6i moi i # j, i,j € 1. Moi M; la modun hitu han sinh nén M; la M = €, ; M;-xa
anh. T d6 suy ra M = @iel M; 1a M = €, ; M;-xa anh hay M la tua xa anh.
Theo Dinh 1y [1.3.27 M la tya noi xa.

el

(2) = (3) Hién nhién vi méi modun tira noi xa la gid noi xa.

(3) = (1) Goi T 1a vanh thuong clia R. Vi R théa man diéu kién (3) nén vanh
thuong T' cting thoa man diéu kien (3). Goi P la T-modun xa anh, xét T-modun
M = P @ P. Khi d6, M 1a T-modun xa anh. Tt d6 dan dén M 1a T-modun gid xa
anh. Suy ra M la T-modun gia noi xa. Do do, P la P-ndi xa hay P la T-modun tua
noi xa. Tiép theo, ta sé ching minh 7 1a vanh tya Frobenius, tic 1a chiing minh
moi T-modun xa anh @ 1a noi xa. That vay, goi A 1a T-modun xa anh bat k¥, suy
ra A® Q la T-modun xa anh. Theo két qua vita chitng minh, A ® @ 1a T-modun
tua noi xa. Ap dung Meénh dé [1.2.8/ ta duge @ 14 T-modun noi xa. Vay, R 1a vanh
Artin ideéan chinh béi Dinh 1y [1.3.27
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(1) = (4) Gia st R la vanh Artin idéan chinh va M la modun gid noi xa. Khi
do, M = @ie[
Modun M la gid ndi xa nén @iel\{j} M; la M;-no6i xa. Vi R la vanh Artin idéan
chinh nén theo Dinh ly , suy ra rang mdi modun khong phan tich duge M;
la tya noi xa véi moi j € I. Vi vay, v6i moi j € I, ta c6 M; la tua noi xa va
®iel\{j} M; la M;-n0i xa. Do d6, theo Ménh deé(1.2.4] suy ra M 1a tya noi xa. Mat
khac, vanh R 1a Artin idéan chinh nén ap dung Dinh 1y m ta dugec modun tua
noi xa M ciing la tya xa anh.

M;, m6i modun M; 1a chudi xyclic. Ta ching minh M 14 tya noi xa.

(4) = (5) Hién nhién vi méi médun tya xa anh la gid xa anh.

(5) = (1) Chiing minh tuong tu nhu (3) = (1). O

Két qua dudi day 1a mot he qua truc tiép ctia Dinh 1y 2.3.3] Hé qué nay dua
ra cau tric ctia vanh Artin idéan chinh thong qua mdi quan hé giita 16p modun
gia noi xa va gia xa anh.

Hé qua 2.3.4. Cdc phdt biéu sau la tuong duong doi vdi vanh R:

(1) Vanh R la Artin idéan chinh.
(2) Ldp R-modun phdi gia noi xa trung vdi ldp R-modun phai gid xa dnh.

(8) Lép R-modun trdi gid noi xa trung vdi ldp R-modun trdi gia za dnh.

KET LUAN CUA CHUONG 2
Trong chuong nay, ching toi da dua ra dic trung ctia mot sé 16p vanh ¢6 dién.

Trong phan dau clia chuong, ching toi chiing minh rang mot vanh 13 hoan
chinh phai khi va chi khi tong truc tiép clia modun nita don va modun tu do c6
pht gid xa anh (Dinh ly . Chung t6i cling két luan mot vanh 13 S-vanh phai
néu va chi néu mdi modun hitu han sinh phing la gi4 xa anh trong Dinh 1y [2.1.6]
D6i v6i PP-vanh phai, chiing to6i chi ra ring mot vanh 14 PP-vanh phai khi va chi
khi mdi idéan phai chinh ctia vanh cdc ma tran vuong cap hai trén né sinh béi ma
tran chéo la gid xa anh (Dinh 1y . Trong Dinh ly , ching to6i xac dinh
dic trung cua vanh coherent trai va hoan chinh phai. D6 1a 16p vanh ma tich truc
tiép clia caic modun xa anh 1a gid xa anh, diéu nay ciing tuong duong véi tich tric

tiép clia cac modun phang la gid xa anh.

Trong phan thit hai ctia chuong, ching toi mo ta dac trung ctia vanh nta di
truyen trong Dinh Iy . Theo d6, mot vanh 1a nita di truyén phai khi va chi khi
moi modun con hitu han sinh clia modun xa anh 1a gid xa danh. Ching t6i ciing
chting minh rang mot vanh 1a nita di truyén phai va S-vanh phai néu va chi néu

moi modun con hitu han sinh ctia médun phai (trai) phang la gid xa anh (Dinh
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Iy . Trong truong hop vanh ntta di truyén va Il-coherent, dic trung ciia 16p
vanh nay 1a méi modun phai (trai) hitu han sinh xoan 1a gia xa anh (Dinh 1y .
Trong Dinh Iy [2.2.6] ching toi chitng minh mot vanh 1a di truyén phai néu va chi
néu moi modun con ciia modun xa anh 13 gid xa anh. Ngoai ra, mdi vanh di truyen
va nita nguyén so ciing 1a vanh hoan chinh phai va di truyen phai, véi dac trung 1
moi modun con ctia médun phai (trai) phang la gid xa anh; diéu nay ciing tuong
duong v6i m6i modun phéi (trai) xodn la gid xa anh (Dinh 1y , Dinh 1y .

Trong phan cudi clia chuong, ching t6i chiing minh rang mot vanh 1a nita dia
phuong khi va chi khi m6i modun httu han sinh nita nguyén thiy la gia xa anh
(Dinh 1y . Két qua cudi ciing clia ching toi trong chuong nay 1a dic trung
cua 16p vanh Artin idéan chinh. D6 1a 16p vanh ma méi modun gid xa anh 1a gia

noi xa va ngugce lai (Dinh 1y .
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CHUONG 3.
LOP A-VANH VA TONG QUAT HOA

Trong chuong nay, chiing t6i sé nghién cttu 16p vanh ma moi idéan phai 1a bat
bién ding cau véi diéu kien I-hitu han. Ching toi dinh nghia 16p vanh ma trong
d6 moi idéan phai 1a bat bién liy linh va goi 1a n-vanh phai. Mot s6 tinh chat va
cau trac ctia 16p vanh nay ciing dugce nghién cttu. Phan nay duge viét trong [41]
va [48].

3.1. Ld&p a-vanh phai

Trong phan nay, chiing toi trinh bay cau tric cia 16p a-vanh phai I-hitu han.
Stt dung két qua nay, ching toi nghién cttu cac vanh khong phan tich duge a-vanh
phai I-httu han thong qua diéu kién hoan vi Nakayama. Tit d6, ching toi xac dinh
diéu kién dé 16p a-vanh phai I-hitu han 1a vanh tya Frobenius. Cac két qué chinh

ctia phan nay 1a Dinh Iy va Dinh 1y [3.1.13]
3.1.1. Lép a-vanh phai /-hitu han

M&bi quan hé giita vanh /-httu han bat bién dang cau phai va vanh nita hoan
chinh dugc trinh bay trong bo dé sau.

Bo6 dé 3.1.1. Néu R la vanh I-hiu han bat bién diang cGu phdi thi R la vanh nia
hoan chinh.

Chaing minh. Goi e 1a phan ti lily ddng nguyen thiy ctia vanh R. Khi d6, eR la
modun khong phan tich duge. Vi R 1a vanh bat bién dang cau phai nén eR la
modun bat bién dang cau. Do dé, End(eR) la vanh dia phuong, suy ra e la phan
tit lity déng dia phuong clia R. Vay, R 1a vanh nita hoan chinh. O

St dung két qua ctia B dé [3.1.1] ching toi xac dinh dic trung ctia phan ti
liiy ddng nguyén thiy c6 chi s6 it nhat 2 trong su phan tich ciia a-vanh phai I-hitu
han.

Bo6 dé 3.1.2. Néu phan ti liy dang nguyén thiy e cia a-vanh phdi I-hitu han R

c6 chi s it nhat 2 thi eR la modun don.

Chiing minh. Gia st R la a-vanh phai /-htu han va do dé R la vanh nita hoan
chinh theo B8 dé3.1.1] Vi e la phan t liy ding nguyén thiy cta vanh R c¢6 chi
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s6 it nhat 2 nén ton tai phan tit liiy ddng ¢’ € R sao cho eRNe’R =0 va eR = ¢/R.
Ap dung B6 dé[1.3.42, suy ra eR 13 modun nita don. Mat khéc, do e la phan ti
lity dang nguyeén thiy nén eR 1a modun khong phan tich duge. Vay, eR 1a modun
don. O

M&éi g-vanh phai 1a a-vanh phai. Tuy nhién, diéu ngugc lai khong dung trong
truong hop tong quat, vi ton tai vi du chi ra ring mot a-vanh phai khong nhat
thiét 1a g-vanh phai [27, Example 2.2]. Dua trén két qua ctia Bo dé m, ching

toi xac dinh diéu kién dé 16p ¢-vanh phai va 16p a-vanh phai triing nhau.

Hé qua 3.1.3. Cho R la vanh I-hiu han sao cho mdi phan ti liy ding nguyén
thiy ciia R c6 chi so it nhat 2. Khi dé, cdc dieu kién sau la tuong duong:

(1) Vanh R la Artin nida don.
(2) R la g-vanh phdi.

(8) R la a-vanh phdi.

Chaing minh. (1) = (2) = (3) Hién nhién.

(3) = (1) Vi R la vanh I-htu han nén R=eR@ eaR P - - - @ ey, R, trong do e;,
i=1,2,...,m la cac phan ti liy ddng nguyen thiy ciia R. Theo B dé3.1.2] ;R
la moédun don v6i moi i =1,2,...,m. Do d6, R la vanh Artin nita don. L]

Nhu da biét, mdi a-vanh phai c6 thé duge phan tich thanh tong truc tiép cla
mot vanh Artin nia don chinh phuong day dt va mot vanh khong chinh phuong
phéi [27, Theorem 3.4]. Ching t6i sé trinh bay sy phan tich ctia 16p a-vanh phéai
khong chita mot tap vo han céc phan tit lily diing truc giao trong dinh 1y sau.

Dinh 1y 3.1.4. Mdi a-vanh phdi I-hitu han R la tong truc tiép cia mot vanh Artin
niva don va mot vanh nia hoan chinh co sd.

Chiing minh. Gia st R 1a a-vanh phai I-hitu han. Vi R 1a bat bién dang cau phai va
I-httu han nén theo B dé , R 1& vanh ntta hoan chinh. Khi do, ton tai mot ho
cac phan tit lity dang dia phuong triyc giao {e1,€2,...,e;m}saochol =e;+ex+---+
em- Néu ;R % ;R v6i moi i # j, i,j € {1,2,...,m} thi e;R/e;J(R) ¥ ejR/ejJ(R)
v6i moi i # j, i,j € {1,2,...,m}. Do d6, tap hop {e;R/e;J(R)| 1 <i < m} la mot
tap dai dién day du cac 16p dang cau clia cac R-modun don. Vay, ta dudc diéu
can chitng minh. Gia st ton tai i € {1,2,...,m} sao cho ¢; la phan tit lily dédng dia
phuong ctia R va c6 chi s6 it nhat 2. Khong mat tinh tong quat, ching ta c¢6 thé
gia stt {e1,es,...,e,} 1 cac phan t lily ding dia phuong c6 chi sé it nhat 2. Dat
e = ej+ea+- - -+ey,. Khi dé, e la phan ti lity dang clia R va eR = e RPea R®- - -Pe, R.
Do d6, R =eR @ (1 —e)R. Tiép theo, chiitng minh eR va (1 — e)R 1a cac idéan cla
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R bang cach ching minh rang eR(1 —e) = 0 va (1 — e)Re = 0 (nghia la e la phan
tit liiy dang tam).

Néu (1 — e)Re # 0 thi ton tai t € R thdéa man (1 — e)te # 0. Khi d6, ton
tai cac phan ti lily ddng nguyén thily e; va e; sao cho e;R = ¢;R, e R % e;R véi
J.ke{1,2,....,m}, ej € eR,e; € (1 —e)R va eite; # 0. Xét anh xa a : ejR — exR
sao cho a(e;r) = extejr v6i moi r € R. Suy ra a 1a dong cau khac khong. Ma e;R
14 modun don nén « la don cau. Vi R 1a a-vanh phai nén e;R @ e, R 1a modun bat
bién dang cau phai, suy ra e; R 1a e, R-noi xa. Do d6, don cau « ché ra. Béi vi ex R
ciing 1a modun khong phan tich duge nén « la dang cau. Suy ra e, R 1a modun don
va e;R = e, R, mau thuan. Do dé (1 — e)Re = 0.

Gia st eR(1—e) # 0, suy ra ton tai u € R sao cho eu(1 —e) # 0. Do do6, ton tai
cdc phan t1i liiy dang nguyén thiiy e, va e, clia R thda man e,R = ¢;R,e,R % e;R
trong d6 p,q € {1,2,...,m}, e, € eR,eq € (1 —€)R va eyue, # 0. Xét anh xa
B eqR — e,R xac dinh bdi B(e,r) = epueqr véi r € R. Do e,R la modun don
nén suy ra 3 la toan cau khac khong. Vi e,R 1a modun xa anh nén toan cau j3
ché ra, suy ra Ker(8) <% e¢,R. Ngoai ra, ¢,R la modun khong phan tich duge néen
Ker(8) =0, dan dén e,R = e, R, mau thuan. Tu d6 suy ra eR(1 —¢) = 0.

Vi vay, eR la vanh Artin nita don va (1 —e)R la vanh nita hoan chinh co s6. [
Stt dung dinh 1y trén, ching ta c6 két qua sau.

Hé qua 3.1.5. Néu R la a-vanh phdi sao cho méi day r(a1) C r(agar) C --- la
diing vdi cdc phan tii aq,as, ... trong R thi R la téng truc tiép cia mot vanh Artin

nua don va mot vanh nia hoan chinh co so.

Vi du du6i day chitng té rang mot vanh bat bién dang cAu phai nita hoan
chinh co s6 khong 1a a-vanh phai.

Vi du 3.1.6. Cho truong F. Goi R la vanh cac ma tran c6 dang
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v6i a,b,c,d,e, f,g,h € F. Theo [20, Example 1.6], R 1a vanh bat bién dang cau phai
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nita hoan chinh co s§. Xét idéan phai I cia R c¢6 dang
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Ta kiém tra dugc I 1 idéan phai cdt yéu clia R v n6 khong bat bién qua phan ti
kha nghich ctia R. Tt d6 suy ra R khong la a-vanh phai béi Bo dé [1.3.41]

Trong Dinh 1y [3.1.4] néu diéu kién a-vanh phai duge thay thé béi diéu kien
yéu hon la vanh bat bién dang cau phai thi ching t6i cling mo ta dudc sy phan
tich cta 16p vanh nay.

Ménh dé 3.1.7. Maéi vanh bat bién dang cau phdi I-hiu han la tong truc tiép ciia

mot vanh Artin nia don va mot vanh ma moi tdéan phdi don la lay linh.

Chitng minh. Goi R la vanh bat bién dang cau phai I-hitu han. Khi d6, R 14 vanh
nita hoan chinh. Do d6, ton tai cac phan ti lily dang nguyén thiy truc giao e;,
i=1,2,...,msaocho 1 =-e1 +ey+ -+ ep. Gid st ¢R la modun don v6i 1 <i<n
va e; R khong la modun don véi j > n. Dat e = e; +e2+ - - +e,. Theo chitng minh
ctia Dinh 1y B.1.4] (1 —¢)Re = 0 = eR(1 —¢), do d6 e 1a phan tit lity déng tam ciia
R va S = eR la vanh Artin nita don. Xét T'= (1 — e)R va goi I la idéan phai don
ctia 7. Khi do6, ton tai phan tit liiy ding f ctia 7 sao cho I = fR. Vi e # 1 nén
fR(1—e) # 0, suy ra ton tai j > n sao cho fRej # 0. Lay 0 # = € fRe; va xét dong
cau ¢ : ejR — fR xac dinh bdi ¢(e;t) = zejt v6i moi t € R. Ma fR la idéan phéi
don nén ¢ 1a toan cAu. Hon nita, vi e; 1 phan ti liy ddng nguyén thity nén e; R la
modun khong phan tich duge, suy ra Ker(¢) = 0. Do do, ¢ la ding cau, diéu nay
mau thuin vi e; R khong 13 modun don. Vay, 12 = 0 hay moi idéan phai don ctia T
la Ity linh. O

Stt dung Menh dé[3.1.7] ching t6i mo t& cAu tric vanh bat bién ding cAu phai
I-hitu han trong trudng hop phan ti don vi phan tich dudc thanh tong céc phan
tit lity dédng nguyen thiy truc giao.

Hé qua 3.1.8. Néu R la vanh bat bién ding cdu phdi I-hitu han sao cho 1 =
e14+es+ -+ em, trong dé e;, 1 < i <m la cdc phan ti liy dang nguyén thiy tric
giao thi ton taii € {1,...,m} sao cho e¢;R la modun don hodc Soc(Rg)% = 0.
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Chitng minh. Gia sit e;R khong 13 modun don v6i moi 1 < 4 < m. Theo Ménh dé
, moi idéan phai don ciia vanh R la lay linh. Goi S, K la cac idéan phai don
cia R. Néu SK = S thi (SK)K = S. Tu d6 dan dén S = 0, mau thuan. Do d6,
SK = 0 hay Soc(Rg)? = 0. Vay, ton tai i € {1,...,m} sao cho ¢;R 14 mddun don
ho#ic Soc(Rg)? = 0. O

3.1.2. Lép a-vanh phai nita hoan chinh cé dé cbt yéu

Trong phan nay, chiung toi xét R 14 a-vanh phai I-hitu han sao cho mdi idéan
phéi cuc tiéu 1a linh hoa tit phai, Soc(Rg) = Soc(rR) = S <¢ Rg. Theo B6 dé[3.1.1]
R 1a vanh nita hoan chinh. Do d6, ton tai cdc phan ti lily déng dia phuong truc
giao {e1,e2,...,em} sao cho 1 =e; +ea+ -+ +ep. Gid st {eg,ea,...,en} V6in <m
1a tap lity dang co s6 ciia R. Chiing t6i sé nghién cttu a-vanh phai I-hitu han khong
phan tich dugc thong qua hoan vi Nakayama va di dén két luan diéu kien du dé
16p vanh nay la tua Frobenius.

B6 dé 3.1.9. Cho vanh R. Khi dé,

(1) Néu xR la idéan phdi cic tiéu ciia R thi lprr(r) = Rz va Rz la idéan trdi cuc

tieu cua R.

(2) Néu Ry la idéan trdi cuc tiéu cia R thi yR la idéan phdi cuc tiéu cia R va
lrrr(Ry) = Ry.

(8) Soc(e;R) va Soc(Re;) la cac idéan don cia R vdi moii=1,2,...,m.
(4) Rr la hitu han doi sinh.

(5) Vanh R la tu noi za phds.

Chimg minh. (1) Néu 2R 1a idéan phai cyc tieu clia R thi suy ra rp(z) 1a idéan
phai cyc dai ctia R. Ta ¢6 Rx < Igrg(z). Lay 0 #t € Igrg(z), suy ra rg(z) < rp(t).
Do rp(x) 1a idéan phai cyic dai nén rg(z) = rg(t). Tt d6 dan dén Rz = Rt béi Bo
de . Suy ra t € Rr va do d6 lgrg(x) < Rx. Vi vay, lgrr(z) = Rx. Theo gia
thiét Soc(Rp) = Soc(gR) nén ton tai idéan trai cyc tieu Ry cia R sao cho Ry < Ru.
Do do6, rr(z) < rg(y). Tu tinh cyc dai clia rr(z) suy ra rg(z) = rg(y), dan dén
Rz = Ry. Vay, Rz 1a idéan trai cuc tiéu cta R.

(2) Néu Ry la idean trai cyc ticu clia R thi Iz(y) 1a idéan trai cyc dai ctia R. Vi
moi 0 # yr € yR, r € R, ta c¢6 Ir(y) < lg(yr). Theo tinh cuc dai cia Ir(y) ta dugc
Ir(y) = Ig(yr). Vi yrR chita mot idéan phai cyc ticu mR clia R nén Ig(yr) < lp(m).
Vi vay, Ig(y) = Ig(m) = Ig(yr). Mdi idéan phai cyc tiéu 1a linh héa tit phai nén
dan dén y € rrigp(y) = rrlr(m) = rrlg(mR) = mR < yrR. Do d6, y € yrR hay
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yR < yrR. Vi vay, yrR = yR hay yR la idéan phai cuc tiéu ctia R. Tt d6 suy ra Ry
14 mot linh héa tit trai béi (1).

(3) V6i moi i € {1,2,...,m}, goi kR la idéan phai cyc tiéu ctia ¢;R. Khi do,
Rk la idéan trai cuc tiéu clia R, nén Iz(k) 1a idéan trai cyc dai ctia R. Do do,
Ir(kR) > R(1—e¢;). Theo dinh nghia cua J(R) suy ra lg(kR) = lgr(k) > J(R). Tt do
dan dén J(R) + R(1 — ¢;) < Ig(kR). Mat khac, R/(J(R) + R(1 — ¢;)) = Re;/J(R)e;
va Re;/J(R)e; la mdédun don nén J(R) + R(1 — ¢;) la idéan trai cuc dai. Do do,
Ir(kR) = J(R) + R(1 — ¢;). Theo gié thiét ta co6

kR = TRIR(kR) = TR[J(R) + R(l - 61)] = T’R(J(R)) N TR(R(l — 61))
=rr(J(R))Ne;R = Soc(RRr) Ne;R = Soc(e; R).

Vi vay, Soc(e;R) la idéan phai don cua R véi moi i =1,2,...,m.

Tuong tu chiing minh trén, Soc(Re;) la idéan trai don cia R véi moi i =
1,2,...,m.

(4) V1 Soc(Rg) = ;" Soc(e;R) va Soc(e;R) la idéan phai don véi moi i =
1,2,...,m nén Soc(Rg) la hitu han déi sinh. Ma Soc(Rp) <¢ Rp nén ta dugc Rp la
httu han déi sinh.

(5) Theo (3), Soc(e;R) 1a idéan phai don cia R véi moi ¢ € {1,2,...,m}. Vi
Soc(e;R) <¢ e;R nén e;R 1a modun c6 chiéu déu 1a 1 hay e;R 13 modun déu véi
moi i € {1,2,...,m}. Vi ¢; la phan ti liy déng dia phuong nén e;R 13 modun
khong phan tich duge v6i moi i € {1,2,...,m}. Do do, ;R la médun C'S v6i moi
i€ {1,2,...,m}. Mat khac, i R = eiR® esR® --- ® e, R v R ciing la vanh bat
bién déng céu phéi nén R la vanh ty noi xa phai béi Menh dé [1.2.5] O

Nhu vay, néu mdi a-vanh phai I-hitu han R c6 idéan phai cuc ticu la linh héa
ti phai, dé phai va dé trai ctia vanh trung nhau, dé phai 14 modun con cot yéu
trong Rp thi vanh da cho 1a ti noi xa phai. Hon nita, ching t6i ciing xac dinh dicu
kien dua dé 16p vanh nay la vanh tua Frobenius. Trude khi trinh bay két qua chinh
nhu vita dé cap, ching toi gidi thieu cac bo dé sau dé ching minh két qua chinh.
B6 dé 3.1.10. Néu e va f la hai phan ti liy ddng truc giao cia vanh R th
eRf C Soc(RR).

Chiing mianh. TU gia thiét suy ra eRN fR = 0. Néu eRf = 0 thi ta dudc eRf C
Soc(Rg). Ngugc lai, gid sit 0 # exf € eRf v6i x € R nao d6. Xét dong cau khac
khong o : fR — eR, trong d6 a(fr) = exfr, r € R. Theo Bo dé , Im(a) = exfR
la modun nita don. Tt d6 suy ra exf € Soc(Rg). Vay, eRf C Soc(Rpg). O

Cho R la vanh ntta hoan chinh véi tap lity dang co s6 {e1,es, ..., e,}. Hoan vi
o cua {1,2,...,n} dugc goi la hodn vi Nakayama ctia R néu
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Soc(Req (i) = Rei/ J(R)e; va Soc(eiR) = ey R/ ey ey (1)

v6i moi ¢ € {1,2,...,n}. Moi vanh tya Frobenius ¢6 hoan vi Nakayama [34], pp.
56-57].

B6 dé 3.1.11. Néu R la vanh khong phan tich duge c¢é cic phan tit liy ding khong
tam thuong thi R c6 mot hodn vi Nakayama o cia {1,2,...,n}. Ddc biét, néu R
khong la vanh don thi o(i) # i vdi moi i € {1,2,...,n}.

Chiing minh. Tt gia thiét suy ra R hoac 1a vanh Artin nita don hoac 14 vanh niia
hoan chinh co s6 béi Dinh 1y [3.1.4] Néu R la vanh Artin nita don thi R 1a vanh
tua Frobenius, suy ra R c6 hoan vi Nakayama. Gia sit R khong la vanh don. Khi
do, R la vanh nita hoan chinh co s6.

V6i moi i € {1,2,...,n}, tit tinh don cta Soc(e;R) suy ra ton tai o(i) €
{1,2,...,n} sao cho Soc(e;R) = e, R/e,uJ(R) bdi He qua [1.3.10f Ta kiém tra
dugc anh xa o la mot hoan vi cua tap {1,2,...,n}. That vay, gia st o(i) = o(j),
suy ra Soc(e;R) = Soc(e;R). Do tinh noi xa cta e;R va e; R nén e¢;R = ¢; R, suy ra
i =j. Goi

a:egi /e (R) — Soc(e;R)
13 ding cau va dat
si = a(€q(s) + €s(i)J (R))-

Ta c6 s; € Soc(e; R) va Soc(e; R) la idéan phai don nén s; R = Soc(e; R) la idéan phai
cuc tiéu cia R. Tt s; € Soc(e;R) dan dén e;s; = s;, suy ra (1 — e;)s; = 0, tic la
1 —e; € lp(s;) hay R(1 —e;) < Ig(s;). Vi s;R la idéan phai cuc tiéu clia R nén Rs;
la idéan trai cyc tiéu ctia R. Suy ra lp(s;) la idéan trai ciic dai clia R, nén dan dén
J(R) <Ig(s;). Vivay, J(R) + R(1 —¢;) < Ig(s;). Mat khac, vi

R/[J(R) + R(1 — ¢;)] = Re;/J(R)e;

va Re;/J(R)e; la modun don nén R/[J(R)+ R(1—e;)] 14 modun don. Suy ra J(R)+
R(1 — ¢;) la idéan trai cyc dai ctia R. Do do,

ZR(Si) = J(R) + R(l — ei)

Vi vay, Rs; = R/Igr(s;) = Re;i/J(R)e;. Vi s; € Soc(e;R) C Soc(Rpr) = Soc(rR) nén
si € Soc(rR), suy ra

i = Si€q(s) € Soc(rR)eqs () = Soc(Req(;))-

Theo B dé [3.1.9) Soc(Re,(;)) la idean trai don nén Rs; = Soc(Re,(;), dan dén
Soc(Req(;)) = Rei/J(R)e;. V1 vay, o la hoan vi Nakayama.
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Gia st ton tai ¢ € {1,2,...,n} sao cho o(i) = 4, tiic 1a Soc(e;R) = e¢;R/e;J(R).
Néu e;R(1 —e;) # 0 thi ton tai j € {1,2,...,n}, j # i sao cho e;Re; # 0. Khi
d6, ton tai dong cAu khac khong 8 : ¢jR — e;R. Theo B6 dé va e;R 1a
modun déu, ta suy ra Im(3) 1a modun don. Mt khac, vi Soc(e;R) = e;R/e;J(R) va
{e;R/e;J(R)} la tap dai dieén day du cac R-modun phai don nén Im(3) = Soc(e; R).
Hon ntta, vi e;R/Ker(3) = Im(f) nén Ker(3) la modun con cyc dai trong e;R.
Khi do, Ker(8) = ¢;J(R), suy ra ejR/e;jJ(R) = Soc(e;R) = e;R/e; J(R). Tt d6 dan
dén e;R = e;R, mau thuan. Do d6, e;R(1 — ¢;) = 0. Tuong tu, ta ching minh
duge (1 — e;)Re; = 0. That vay, néu (1 — e;)Re; # 0 thi ton tai k € {1,2,...,n},
k # i sao cho e, Re; # 0. Lap lai lap luan trén ciing dan dén mau thuan. Vay,
e;R(1—¢;) = 0= (1 —e;)Re;. Do do, e; 1a lily ding tam ctia R, mau thuin. Vi vay,
o(i) #1v6imoii € {1,2,...,n}. ]
B6 dé 3.1.12. Néu R la vanh khong phan tich duge, khong la vanh don va ¢é cic

phan ti liy dang khong tam thuong thi e;Re; la vanh chia vdi moii € {1,2,...,n}.

Chiing minh. Vi R la vanh khong phan tich duge, khong la vanh don nén R la

vanh nita hoan chinh co s va ton tai cac phan ti liy ding dia phuong truc giao

{e1,e9,...,en} sao cho 1 = e; + ey + -+ + e, V6 moi i € {1,2,...,n}, ton tai

j€{1,2,...,n}, j # i sao cho e;Re; # 0 bdi Bo deé . Gia st e;R(1 — ¢;) = 0,
n

suy ra ¢;R(>_ e;) = 0, dan dén e;Re; = 0, mau thuan. Vi vay, ¢;R(1 —¢;) # 0. Ta
ki
sé chitng minh e;J(R)e; = 0. Tt Bo dé [3.1.10} suy ra e;R(1 — ¢;) C Soc(Rg). Ma

€Z'R(1 — ei) - 6Z'R nén
eiR(1 —¢;) C Soc(Rp) Ne;R = Soc(e;R).

Do d6, e; R(1 —¢;) = Soc(e; R)(1 —¢;). Tiép theo, chiing minh e;J(R)e; 1a modun con
clia e;R. Vi R la bat bién dang cau phai nén theo Hé qua [1.3.36/ta c6

J(R)={a € R:rgr(a) <° RR}.

V6i moi a € J(R) = Z(Rp), ta c6 rr(a) <¢ Rp nén suy ra Soc(e;R) < rg(a).
Tu do6 suy ra aSoc(e;R) = 0, dan dén J(R)Soc(e;R) = 0. Ma Soc(e;R) C ;R nén
eiSoc(e;R) = Soc(e; R). T d6 suy ra

(e;J(R)ei)Soc(e; R) = e; J(R)Soc(e; R) = 0.
Do do, (e;J(R)e;)(e;R(1 — ¢;)) = 0. Mat khac, ta c6
eiJ(R)e;R = ejJ(R)ei(Re; + R(1 — ¢;)) = e; J(R)e;Re; C e; J(R)e;.
Vi vay, e;J(R)e; 1a R-modun con cia e; R. Vi Soc(e; R) 1a idéan phai don nén

eiJ(R)e; N Soc(e; R) = 0 hoac Soc(e;R) < e; J(R)e;.
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Gia st Soc(e; R) < e;J(R)e;, suy ra
eiR(1 —e;) = Soc(e; R)(1 —e;) < e; J(R)e;(1 —e;) = 0.

Diéu nay mau thudn nen e;J(R)e; N Soc(e;R) = 0. Vi vay, e;J(R)e; = 0 bdi vi
Soc(e; R) 1a idéan c6t yéu trong e; R. Ma e; R 14 modun noi xa khong phan tich duge
nén End(e;R) 1a vanh dia phuong. Lai c6, e;Re; = End(e;R) 1a vanh dia phuong
nén két luan rang e;Re;/e;J(R)e; 1a vanh chia. Vay, e;Re; 14 vanh chia véi moi
ie{l,2,...,n}. []

Sau day 1 két qua chinh trong phan nay. Dinh 1y nay x4c dinh dieu kién du

dé a-vanh phai I-hitu han 14 vanh tua Frobenius.

Dinh 1y 3.1.13. Néu R la vanh khong phan tich duge, khong la vanh don va cé
cdc phan i liy dang khong tam thuong thi R la vanh tua Frobenius.

Chitng minh. Theo B dé[3.1.9, R 1a vanh nita hoan chinh co s, tu noi xa phai va
S = Soc(RR) la R-modun Artin. Vi R=e;R® eaR® --- @ e, R nén suy ra

R = z": eiRe; + z”: eiRe;.
i=1

i#]
Hon nita, e;Re; € S v6i moi i # j (B dé[3.1.10)). Xét anh xa

¢ : R/S—> éeiRei

i=1

n n n

xac dinh bdi ¢(>" erie; +5) = > eirie;. Néu > eirie; € S thi e;rie; € e;Se; v6i moi
i=1 i=1 i=1

i €{1,2,...,n}. Vie; la phan tit lity ding dia phuong nén e;J(R) 1a médun con cue

dai duy nhat ctia e;R, suy ra ;S < e;J(R) va vi vay e;rie; € e;J(R)e;. Theo Bo dé
, eiRe; 1a vanh chia nén e;J(R)e; = 0. Suy ra e;jrie; = 0 véi moi i € {1,...,n}.
Do dé, ¢ la anh xa. Ta kiém tra dugc ¢ 1 ding cau vanh. Do d6, R/S 1a vanh
Artin nita don, dan dén R 1a vanh Artin phai. Vi vay, R 1a vanh tia Frobenius. [

Tt két qua ctia Dinh 1y (1.3.39 va Dinh 1y [3.1.13| chiing toi suy ra diéu kien dé
16p a-vanh phai va 16p ¢-vanh phai trung nhau trong hé qua dudi day.
Hé qua 3.1.14. Cho R la vanh khong phan tich duge, khong la vanh don va co
cdc phan i lay dang khong tam thuong. Khi do, cic diéu kién sau la tuong duong:
(1) R la g-vanh phdi.

(2) R la a-vanh phdi.
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(3) Néu e va f la cic phan tit liy ding tric giao clia R thi eRf C Soc(RR).

Chatng minh. (1) = (2) Hién nhien.
(2) = (3) Theo két qua ctia B6 dé[3.1.10]

(3) = (1) T gia thiét dan dén R 1a vanh tia Frobenius, nita hoan chinh co s6.
Suy ra Rp 1a do6i sinh noi xa. Vi vay, R 1a ¢-vanh phai theo Dinh 1y |1.3.39} O

3.2. Vanh ma mdi idéan phai bat bién lay linh

Trong phan nay, ching t6i nghién cttu mot truong hop tong quat ctia 16p a-
vanh phai, goi 14 n-vanh phai. Ching toi nghién cttu dac trung, cau trac va tinh
chat ctia 16p vanh nay. Hon nita, chiing to6i cling nghién cttu vanh ma tran tam giac
hinh thic véi dieu kién bat bién liy linh ciia cic modun. Cac két qua chinh trong
phin nay 1a Menh dé[3.2.4) Dinh 1y [3.2.13] Dinh Iy [3.2.15] Dinh ly[3.2.23| Dinh 1y
[3.2.26] Dinh 1y [3.2.27, Menh dé [3.2.30}

3.2.1. Dinh nghia va cac tinh chat

Dinh nghia 3.2.1. Mot vanh R dugce goi 1a n-vanh phdi néu mdi idéan phai cia
R 1a bat bién Iy linh.

Tt dinh nghia n-vanh phai, ta ¢6 moéi n-vanh phai 1a vanh bat bién liy linh
phai. Trong truong hop vanh da cho la giao hoan, diéu kieén dé vanh bat bién liy
linh tré thanh n-vanh dugc trinh bay trong bo dé sau.

Bé dé 3.2.2. Vanh giao hodn R la n-vanh khi va chi khi R la vanh bat bién liy
linh.

Chiing minh. Néu R 1a n-vanh giao hoan thi R 14 vanh bat bién liy linh. Ngugc
lai, gid st R l1a vanh bat bién liiy linh giao hoan, I 1a idéan ctia R va U la phan
bu cia [ trong R. Khi do, ta c6 I @ U <° R, suy ra E(R) = E(I®U). Gol ¢ la
tu dong cau liy linh ctia E(R). VI R 1a vanh bat bién lay linh nén ¢(R) < R. Tu
d6 dan dén ¢(1) € R. V6i moi x € I @ U, ta duge p(x) = p(1)x € I & U. Do do,
e(I®U) <IaU. Vivay, I ®U la modun bat bién lfiy linh. Vi mdi hang tit triyc
tiép ctia modun bat bién liy linh 14 modun bat bién liiy linh nén 7 1a idéan bat
bién liiy linh. Diéu nay chitng té R 1a n-vanh. O

Madi a-vanh phéai 1a n-vanh phai. Tuy nhién, diéu ngugc lai khong ding trong
truong hop tong quat. Vi du dudi day chi ra ring mot n-vanh c6 thé khong 1a
a-vanh.
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Vi du 3.2.3. (1) M6i mién nguyén R la vanh bat bién liy linh. Hon nita, néu R
khong la truong thi R khong 1a a-vanh [26, Example 2.6]. Ap dung BS dé[3.2.2, R
1a n-vanh. Do d6, vanh s6 nguyén Z, vanh da thic trén truong Klzq, za, ..., 2, 1a

n-vanh nhung khong la a-vanh.

(2) Cho @ =[[:2, F;, trong d6 F; = K la trudng véi moi i € N va [K| > 2. Goi
R la vanh con ctia @ duge sinh béi @;°, F; va 1. T két qua trong [26, Example
2.3], suy ra R la vanh giao hoan, bat bién liiy linh ma khong bat bién dang cau.
Do do6, R la n-vanh va khong la a-vanh.

Tuong tu nhu dic trung clia a-vanh phai thong qua cac idéan phai cot yéu,
ching t6i cling xac dinh dugce dic trung ctia n-vanh phai dya trén cac idéan phai

cot yeéu.

Meénh dé 3.2.4. Cdc phdt biéu sau la tuong duong doi vdi vanh R:
(1) R la n-vanh phai.
(2) Méi idéan phdi cot yéu cia R la bat bién liy linh.

(3) R la vanh bat bién liy linh phdi va moi idéan phdi cot yéu cia R la T-modun
trdi, trong dé T la vanh con ciia R c6 tap sinh la phan ti don vi va cdc phan
t¢ lay linh cia R, ma cdc phan ti ldy linh nay md rong duge thanh cdc tu
dong cau liy linh cia bao noi xa E(RR).

Chiing minh. (1) = (2) Vi R la n-vanh phai nén moi idéan phai ctia R 1a bat bién
liy linh. Do d6, méi idéan phai cot yéu ctia R 1a bat bién liy linh.

(2) = (1) Goi I 1a idean phai bat ky ctia R. Khi d6, ton tai idean phai K cla
R sao cho I @ K <¢ R. Theo (2), I ® K la idéan phai bat bién liy linh. Do do, I
ciing 1a idéan phai bat bién liiy linh. Vay, R 1a n-vanh phai.

(2) = (3) Vi mdi ideéan phéi c¢ot yéu ctia R 1a bat bién liy linh nén R 1a vanh
bat bién lfiy linh. Goi I 13 idéan phai cot yéu clia R, suy ra E(I) = E(R). Gia st
T 1a vanh con clia R dugce sinh béi phan ti don vi va cac phan ti lily linh clia R,
trong dé6 mdi phan ti liy linh c6 thé mé rong duge thanh mot tu dong cau liy linh
ctia bao noi xa E(Rg). Khi do, vanh T" dugc xem nhu la vanh con cta End(E(R)).
Do do, T1 < I. Vay, I la T-modun trai.

(3) = (1) Goi I la idean phéi c¢dt yéu ctia R va ¢ 1a ty dong cau liy linh clia
E(R). Khi d6, E(I) = E(R) va ¢(1) 1a phan t liy linh ctia R. Theo (3), ta c6
@(1)I < I nén suy ra ¢(I) < I. Do d6, I 1a idéan phai bat bién liy linh. Vay, R 13
n-vanh phai. O]
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Theo [5], mot vanh R dugc goi 1a théa man diéu kién tuong thich Osofsky phdi

néu bao noi xa F(Rg) clia Rp ¢6 cau tric vanh, trong dé6 phép nhan vanh 13 mé

rong ctia phép nhan vo huéng ctia R-moédun E(Rp) trén R. Ap dung Menh dé[3.2.4

cho vanh R thdéa man diéu kién tuong thich Osofsky phéai, ching toi dude két qua

sau.

Heé qua 3.2.5. Cho vanh R théa man diéu kién tuong thich Osofsky phdi. Khi do,
cic dieu kién sau la tuong duong:

(1) R la n-vanh phdi.
(2) Méi idéan phdi cot yéu cia R la bat bién liy linh.

(3) R la vanh bat bién liy linh phdi va moi idéan phdi cot yéu cia R la T-modun
trai, trong dé T la vanh con cia R dugc sinh bdi phan ti don vi va cdc phan
te lay linh ciua R.

Chitng minh. Theo két qua ciia Menh dé [3.2.4] ta chi can ching minh mdi phan
t1t liy linh ctia R (duge xem nhu 1a ty dong cau liy linh cia Rp) c6 thé mé rong
thanh mot ty dong cau lfiy linh ctia E(Rg). That vay, goi a 1a phan ti liy linh
ctia R. Khi do6, ton tai n € N sao cho a™ = 0. Xét anh xa ¢ : F(Rg) — E(RRg) xac
dinh bdi ¢(z) = aox, trong d6 o 1a phép nhan clia vanh théa man diéu kién tuong
thich Osofsky phai. Véi moi x,y € E(Rg) va r € R, ta co:

e +y)=ao(r+y)=aocx+aoy=ep()+ey),
p(xr)=ao(xr)=ao(xor)=(aox)or =yp(x)or=p(x)r
Hon ntia, ta co:

0 (z) = p(p(z)) = plaor) =aocaocxr =da’ox

3 (x) = p(¢*(z)) = p(a?ox) =aoca’ oz =a’oux

o"(z) = p(p" " (2)) = pla" L ox) =aoa" oz = a0z = 0.

Suy ra ¢ la ty dong cau liy linh ctia E(Rg). V6i o = 1 ta dugce ¢(1) = a. Mt khac,
v6l moi r € R, ta co:

o(r) =p(lr) = (1)r = ar.
Do d6, phan tit liy linh ¢ md rong dudge thanh mot ty dong cau liy linh cia
E(Rp). 0

Céac bo dé sau day trinh bay mot sé tinh chat clia idéan phai trong n-vanh

phai.
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Bo6 dé 3.2.6. Cho I, J la cdc idéan phdi ciia n-vanh phdi R sao cho INJ =0 va
I=J. Khi do,

(1) I va J la cdc idéan phdi nia don, noi za.

(2) Céc idéan phdi I va J khong suy bién.

Chaing minh. (1) Goi K 1a phan bt ctia I @ J trong Rg. Khi do, (1@ J)® K <° Rp,
dan dén E(I® J)® K) = E(Rg). MAa E(I @ J)® K) = E(I)® E(J) ® BE(K) nén
E(RR) = E(I)® E(J) ® E(K). Do do, ton tai modun con L cia E(Rg) sao cho
E(RR)=E()® E(J)® L. Ma I = J nén E(I) = E(J). Ngoai ra, vi R 1a vanh bat
bién lity linh phai nén

Rr=(RNEU))@®(RNE(J)) @ (RNL).

Vi R 1a n-vanh phai nén suy ra J&[RNE(I)] va IS [(RNE(J))® (RNL)] 1a bat bién
lity linh. Theo Dinh Iy {1.2.3] J 1a [RNE(I)]-noi xa va I 1a [(RNE(J)) & (RN L)]-noi

xa. VI 1= J nén I 1a R-ndi xa. Vay, I la idéan phai noi xa.

Goi ¢ : I — J la déng cau, U la modun con khac khong bat ky cta I va
V =¢(U). Khido, U= pU)=V vaUNV =0. Lap luan tuong tu nhu trén, U la
modun noi xa. Suy ra U 1a hang t1t tric tiép ctia I. Vay, I 1a idéan phai nita don.
Chiing minh tuong tw, J ciing la idéan phai nita don va noi xa.

(2) Gia stt x 1a phan tt tuy y cta Z(I). Theo (1), R 1a hang tit truc tiép
ctia I. Do d6, R 14 modun noi xa, suy ra ton tai phan ti lity dang e € R sao cho
tR=eR < Z(I).Viee Z(I)nénrr(e) <¢ R. Marg(e) = (1—e)RvaeRN(l—e)R =0
nén suy ra eR = 0, dan dén e = 0. Vay, Z(I) = 0 hay I 1a idéan phai khong suy
bién. Tuong ty, J cing 1a idéan phai khong suy bién. O

B6 dé 3.2.7. Cho n-vanh phdi R va cé cdc idéan phdi A va B sao cho AN B = 0.
Khi do,

(1) p(A) la modun niia don khdc khong vdi bat ky o - A — B la dong cau khdc
khong.

(2) Soc(eR) # 0, trong dé e la phan tit liy dang khong tam thudng cia R théa man
eR(1 —e) #0.

Chitng minh. (1) Gia st U 1a modun con c¢ot yéu bat ky cia B. Khi d6, E(U) =
E(B) va U & A la modun bét bién liy linh. Theo Dinh 1y[1.2.3} U 1a A-noi xa. Mt
khac, vi E(B) la modun noi xa nén ton tai dong cau a : E(A) — E(B) sao cho
ala = . Do do, a(A) < U va ¢(A) = a(A) < U. Suy ra p(A) < Soc(B). Diéu nay
ching t6 p(A) la mdédun nita don khac khong.
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(2) Vi eR(1 —e) # 0 nén ton tai rg € R sao cho erg(l — e) # 0. Xét dong cau
f:(1—e)R — eR xac dinh bdi 5((1 —e)z) = erg(1 — e)x. Ta c6 Im(B) # 0, suy ra
Im(8) < Soc(eR) béi vi (1). Vi vay, Soc(eR) # 0. O

Cho M la R-moédun va S la modun con don ctia M. Xét tap hop:
{S; | S; 1a mdédun con cia M, S; = S }ier.

Dit [S] = >",c; Si- Khi d6, [S] dugc goi 1a thanh phan thuan nhat cia M (loai S).
Néu I 1a tap hitu han thi ta néi tap chi s6 ctia [S] hitu han.

Sau day, ching toi trinh bay thanh phan thuan nhat khong don ctia n-vanh
phai. Tu do6, ching t6i két luan tinh chat ctia thanh phan thuan nhat khong don

trong a-vanh phai.

Dinh 1y 3.2.8. Modi n-vanh phdi R c6 hitu han thanh phan thuan nhat khong don
va moi thanh phan nay cé tap chi s6 hitu han. Hon nia, moi thanh phan thuan

nhat khong don cia R la noi za.

Chiing minh. Goi {[H;] : i € I} 1a ho cac thanh phan thuan nhat khong don cuia
Rp. Khi d6, ton tai S; va T 1a cac ideéan phai cuc tiéu ciia R sao cho S;N7T; = 0
va [S;] = [H;] = [T;]. Do do, @je] = @jelTj VA (@jd S;)nN (EB].E]T]-) = 0. Theo
Bo dé [3.2.6) (D1 8i) & (Djer Tj) <¥ Rr. Suy ra (D 5) © (D, Ty) la hiu
han sinh. Vay, I la tap httu han.

Néu [S] 1a thanh phan thuan nhat khong don ctia R thi [S] = A @ B hoac
[S]=A® BT, trong d6 A= B va T la idéan phai cyc ticu clia R, T dang cau
v6i mot hang ti truc tiép ctia A. Theo Bo dé , A® B va T la cac modun noi
xa. Tt d6 suy ra [S] a2 modun noi xa. Do d6, [S] 1a hang tit tryc tiép cia R, dan

dén [S] 13 modun hitu han sinh. Vay, [S] ¢6 tap chi s6 hitu han va noi xa. O

Hé qua 3.2.9. Moi thanh phan thuan nhat khong don cia a-vanh phdi R la noi
zq.

Ap dung Dinh 1y [3.2.8] chiing toi két luan tinh hitu han ctia ho gom cac idéan

phai doc lap trong n-vanh phai.

Meénh dé 3.2.10. Cho A = {A; 143 € I} la ho gom cdc idéan phdi doc lap cia
n-vanh phdi R. Vdi méii € I, néu ton tai j € I, j # i sao cho A; = Aj thi tap I
hitu han va moi A; la idéan phdi nia don.

Chitng minh. V6i mdi i € I, néu ton tai j € I, j # i sao cho A; & A; thi tat ci cac
thanh phan thuan nhat ctia A 14 khong don. Ma R 14 n-vanh phai nén R c6 hitu
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han thanh phan thuan nhat khong don va mdi thanh phan thuan nhat khong don
¢6 tap chi s6 hitu han béi Dinh 1y [3.2.8] Vay, I 1a tap hitu han. Mit khac, tir gia
thiét, ta suy ra A; N A; = 0 v6i moi 7 # j. Theo B6 dé [3.2.6, A; 1a ideéan phai niia
don. H

3.2.2. Su phan tich ctia n-vanh phai va cac vanh lién quan

Truée khi phan tich ciu tric ctia n-vanh phai, ching téi trinh bay mot s6 bo
dé can thiét dé ching minh két qua chinh.

B6 dé 3.2.11. Cho S, T la hai vanh va R=S & T. Khi dé, R la n-vanh phdi khi
va chi khi S, T la cac nw-vanh phar.

Chiing minh. Goi J va K lan lugt 13 idéan phai ctia S va 7. Khi d6, ta c6 J @ K 1a
ideéan phai ctia R. Vi R la n-vanh phai nén J @ K la idéan phai bat bién liy linh.
Do d6, J va K la cac idéan phai bat bién liy linh. Vay, S va T 1a cac n-vanh phai.
Ngugc lai, goi I 1a idéan phai cdt yéu clia R va ¢ 1a tu dong cau liy linh ciia E(R).
Khi d6, E(I) = E(R) = E(S)® E(T). Lai ¢6, [ = J® K v6i J va K lan lugt la idéan
phai cot yéu ciia S va T. Hon nita, ta c6 ¢ = o1 @ @9, trong dé ¢; € End(E(S))
va @9 € End(E(T)) la cac tu dong cau liy linh. Ma S va T 1a cac n-vanh phai nén
o(D) = o1(J) @ pa(K) < J & K = I. Vay, R la nvanh phai. u

B6 dé 3.2.12. Cho M la R-modun bat bién liy linh va N la modun con déng ciia
M. Khi do,

(1) Néu L la modun con cia M sao cho LN N =0 thi N la L-noi za.

(2) Néu H la modun con cia M sao cho HONN =0 va H = N thi H la modun

con dong cua M.

Chaing minh. (1) Goi C 1a phan bu ctia N trong M va chiia L. Khi d6, C@& N <¢ M
kéo theo E(M) = E(C)® E(N). Goi H < C va f: H— N la dong cau. Theo chiing
minh Dinh 1y [1.2.3] ton tai dong cdu g : E(C) — E(N) va mot tu dong cau liy linh
¢ cua E(M) sao cho ¢(M) < M, ¢|c = glc va élg = f. Vi ¢(C) < M, g(C) < E(N)
va MNE(N)= N nén g(C)=¢(C) < MNE(N)= N. Nhu vay, N la C-noi xa, suy
ra N la L-nodi xa.

(2) Xét dang cau h: N — H va K 1a bao dong clia H trong M. ViNNK =0
nén N la K-noi xa bdi vi (1). Do d6, ton tai dong cau k : K — N sao cho k 1a md
rong ctia b~ : H — N. Goi « : H — K 1a phép nhing, ta dudc biéu do sau



la giao hoan. Khi d6, v6i moi n € N, ta c6 n = (h=toh)(n) = (ko (toh))(n). Tt d6
suy ra toh : N — K 1a don cau ché ra. Vi vay, Im(co h) = h(N) = H 13 hang t1
tryc tiép ctia K. Vay, H 1a modun con déng ctia M. O

Két qua sau day trinh bay su phan tich ctia n-vanh phai thanh tong truc tiép
ctia hai vanh c6 cau trac khac nhau. Két qua nay c6 ¥ nghia trong viéc nghién ctu
n-vanh phai, dic biét 1a trong chiing minh cac tinh chat phtc tap.

Dinh 1y 3.2.13. Méi n-vanh phdi la tong truc tiép cia mot vanh Artin nida don
chinh phuong day di va mot vanh khong chinh phuong phdi.

A
Chiing minh. Goi A = {(P,Q,\) | P,Q < Rr, PN Q =0, P~ Q}. Khi d6, A # (. Xét
quan hé thi tu trén A nhu sau:

(P1,Q1, M) < (P2, Q2,A2) & P < P, Q1 < Q2, M2]p, = A1

Theo B6 dé Zorn, ton tai phan ti cuc dai (P,Q, \). Mat khéc, ton tai phan b L
cua P @ @ trong Rp sao cho E(Rgr) = E(P)® E(Q) ® E(L) v6i E(P) = E(Q) va
R = (E(P)NR)& (E(Q)N R) & (E(L)N R) béi Dinh 1y [1.2.3] Bsi vi L 1a modun
con dong trong Rr vd L <¢ E(L)N R nén L = E(L)N R. Tiép theo, ta ching
minh P = F(P)N R vd Q = F(Q) N R. Ching ta kiém tra dugc P <¢ E(P)N R
va Q <¢ E(Q)N R. Theo Dinh ly [1.2.3] E(Q) N R 1a (E(P) N R)-ndi xa. Do do,
ton tai dong cau A : E(P)N R — E(Q)N R sao cho A|p = A. Vi X 1a don cau va
P <¢ E(P)N R nén X\ la don cau. Mt khac, Q 132 modun con ctia A\(E(P) N R) va

0:E(P)NR— XN(E(P)NR)
p = A(p)

I3 dang cau. Do d6 dan dén, (P,Q,)\) < ((E(P) N R), \(E(P) N R),#). Tit tinh cue
dai ctia (P,Q,\) suy ra P = E(P)NR va Q = A\(E(P)N R). Suy ra P la mddun con
déng ctia R va Q = A(P) ciing 13 modun con doéng ciia R béi B dé . Nhu
vay, R=P®Q @ L.

ViP=QvaP,Qlacac modun noi xa lan nhau nén P @ @ 1& modun tya noi
xa. Hon nita, gid stt L 14 modun chinh phuong, nghia la ton tai cAc modun con U,
V ctia L khac khong sao cho UNV =0 va o : U — V 1a dang cau. Khi do,

(P,QN) < (PaU,QeV,\®a).

Diéu nay mau thuan véi tinh cyc dai ciia (P, Q,\). Vay, L 1a modun khong chinh
phuong.
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V6i U < L, goi u:U — P®Q la don cau cuyc dai. Khi d6, ton tai modun con
doéng U ctia L sao cho U <¢ U va don cau @ : U — P @ Q sao cho |y = u. T do6
suy ra U = U la modun con déng ctia R. Khi d6, theo B dé[3.2.12] u(U) ciing 1a
modun con déng cia P& Q. Vi P @ Q 1a modun tya noi xa nén u(U) <P P @ Q.
Vi vay, U = u(U) 1a modun tya noi xa. Tt dosuyra U <P L. Gia st L=U @V,
ching ta sé& ching minh V tryc giao véi P @ Q @ U. That vay, néu ton tai cac
modun con khac khong H va K sao cho H <V va K < P®Q dU sao cho H = K.
Chiing ta ¢6 L = U @ V 1a modun khéng chinh phuong va vi vay K N U = 0. Goi
7: POQ®U — P®Q la phép chiéu chinh tac. Khido, H =2 K =~ K’ = n(K) < PoQ.
Goi ¢ : H — K’ 1a dang cau. Gia st K’ nu(U) # 0, suy ra K’ # 0. Khi d6, U va V
lan luot chita hai médun con khéc khong dang cau v6i nhau, mau thudn véi tinh
khong chinh phuong ctia modun L. Do d6, K’ Nu(U) = 0 nén o(H) Nu(U) = 0.

Xét anh xa ¢ : H® U — P @ Q xac dinh bdi ¢(x +y) = ¢(x) + u(y), trong do
z € H vhy € U. Ta kiém tra duge ¢ 1a don cau va ¢|y = u. Diéu nay mau thuin
véi tinh cye dai cia w: U — P @ Q. Vay, V truc giao v6i P® Q & U.

Nhu vay, ton tai sy phan tich Rp = P® Q U @V trong d6 P = Q, U nhing
trong P & @ va V la modun khong chinh phuong truc giao véi P & Q @ U. Dat
X =PaQaUvayY :=V.Ching ta sé chiitng minh X la modun chinh phuong
day dt. Goi T 1a modun con tuy ¥ khac khong ctia X. Néu TN U # 0 thi ton tai
cac modun con khac khong 77 < T va Tll < U sao cho T1 = Tll. Hon nita, U nhing
trong P ® Q va P =  nén ton tai cac modun con khac khong Tr < Q va TQI <U
sao cho Ty = T,. Néu T NU = 0 thi T nhiing trong P & Q. Ma P = Q nén hodc ton
tai cac modun con khac khong Hy < T va Ly < P sao cho H; = L; hoac cac moédun
con khac khong Ho < T va Ly < @ sao cho Hs = Lsy. Trong ca hai truong hgp trén
déu ton tai cAc modun con khéac khong U; < T va Vi < P sao cho Uy = V; hoac cac
modun con khac khong Us < T va Vo < @ sao cho Us = V,. Tt d6 suy ra U12 hoac
U2 c6 thé nhiing trong X. Diéu d6 c6 nghia la T chita nghiém chinh phuong trong
X nén X 13 modun chinh phuong day di.

Tu Bo de m, P va () la cac modun nita don, noi xa nén X la modun nia
don va noi xa. Tiép theo, ching ta sé chiing minh X va Y 1a cac idéan ctia R.
Goi f : X — Y la dong cau khac khong. Vi X 1a nita don va Ker(f) < X nén
Ker(f) <® X. Do d6, ton tai L < X sao cho X = Ker(f) @ L. Ta ¢6 Ker(f)NL =0
nén f|;: L — Y la don cau. Suy ra L = Im(f|;) = f(L) C Y, diéu nay mau thuan
vi X truc giao v6i Y. Vi vay, Homg(X,Y) = 0.

Gid st ¢ : Y — X la dong cau khac khong. Khi d6, Im(p) <® X <% Rp nén
Im(p) 1a modun xa anh. Do d6, Y/Ker(p) = Im(p) la xa anh. T d6 suy ra toan
cau p : Y — Y/Ker(p) ché ra hay Ker(p) <% Y. Vi vay, Ker(p) <® Y nén ton tai



56

modun con khac khong K <Y sao cho Ker(p) N K = 0. Dan dén, K = ¢(K), mau
thuan véi tinh truc giao cia X va Y. Do d6, Homp(Y, X) = 0.
Vay, R = X @Y, trong d6 X 1a vanh Artin ntta don chinh phuong day du va
Y la vanh khong chinh phuong phai. ]
Tt Dinh 1y |3.2.13], chting t6i suy ra két qua:

Hé qua 3.2.14. Moi vanh khong phan tich dugc R chita modun chinh phuong la
n-vanh phdi khi va chi khi R la vanh Artin don.

Tt tinh chat gian u6c trong ctia vanh Artin nita don va vanh khong chinh
phuong, chiing toi suy ra tinh chat gian udc trong ctia n-vanh phéi.

Dinh 1y 3.2.15. Mdi n-vanh phdi cé tinh chat gidn udc trong.

Ching minh. Theo Dinh 1y taco R=S@®T trong d6 S la vanh Artin nita
don va Tr 1a modun khong chinh phuong. Néu 7" khong 1a vanh hitu han tryc tiép
thi ton tai idéan phai thyc sy N cia Tsaocho TN vaT=N® T, 04T <T.
Khi do
T=NoT'=2TeT'=NoT &T

hay T = N @ 7. Diéu nay mau thuan véi tinh khong chinh phuong ciia 7' nén T
1a vanh hitu han tryc tiép.

Ching ta chiing minh dugce S 13 vanh c6 tinh chat gidn uéc trong. That vay,
gid st Sg =M@ N =M &N va M= M. Ta can chitng minh N = N’. Do Sy 1
modun nita don nén ta c¢6 cac phan tich nita don sau:

M=M®M - ® My,
N=N1&N2D--- DN,
M =M@&M& - &M,
N =N &N,& - @ N,

Nhu vay

m n p q
P M) e (@PN) =P M) e P N)
=1 k=1 =1

7=1
Ma @@, M; = Pi_, Ml; nén theo dinh 1y Krull-Schmidt ta c6 n = ¢ va ton tai mot
hoén vi o € {1,2,...,n} sao cho N; = N;(Z.), i€{1,..,n}. Dodo, Pj_, N; =D, N,
hay N = N’. Vay, Sg c6 tinh chat gidn u6c trong.

Tiép theo, chiing minh T 14 vanh c6 tinh chat gian udc trong. Gid st T =
I®J=H&K v6i I = H, ta sé ching minh J = K. Goi ¢ : I — H la T-ding
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cauva L =INK,suyra L= ¢(L). Lai c6, L < K, ¢(L) < Hva HNK = 0 nén
Ln¢(L) =0. Béi vi Tr la médun khéng chinh phuong nén L = 0. Tu d6 suy ra
INK =0. Ma T la n-vanh phai nén Tp 13 modun bat bién liy linh. Suy ra 7' thoa
man dieu kien C3, ddan dén I @ K <® T. Do d6, T=H® K21 K <®T.ViT
14 modun hitu han triyce tiép nén suy ra 7' = I @ K. Vi vay, J = K, tit d6 két luan
T c6 tinh chat gidn u6c trong. Vi tinh chat gidn uéc trong dong ddi véi tich truc
tiép nén vanh R ciing c6 tinh chat gidn udc trong. O

Nhu vay, mdi n-vanh phai c¢6 tinh chat gian u6c trong. Hon thé nita, néu n-
vanh phéai R c6 tinh chat trao doi hitu han thi R sé c6 mién 6n dinh mot, ¢6 tinh
chit thé va tinh chét gidn udc theo Menh dé [1.1.2] Cac két qué sau dude xem nhu

la hé qua cua Dinh 1y (3.2.15]

Hé qua 3.2.16. Moi n-vanh phdi R cé tinh chat trao doi hitu han thi cé6 mién on
dinh mot. Trong truong hop nay, vanh R cing cé tinh chat thé va tinh chat gidan
udc.

Chu § 3.2.17. Tit He qua[3.2.16] néu méi n-vanh phai ¢6 tinh chat trao déi hitu
han thi c6 tinh chat gian wéc. Tuy nhién, diéu nguge lai khong ding. Chang han
nhu vanh sé nguyén Z la n-vanh c6 tinh chat gidn uéc nhung khong c6 tinh chat
trao doi hitu han.

Hé qua 3.2.18. Modi a-vanh phdi R ¢6 mién on dinh mot. Ddc biét, R la vanh on
dinh hau han.

Vi mdi vanh chinh quy luon c6 tinh chat trao doi [49, Theorem 3] nén méi
n-vanh phai chinh quy cé mién én dinh mot (He qua [3.2.16). Theo [31], Corollary
5.5], mdi vanh chinh quy c¢6 mién on dinh mot 1a vanh chinh quy kha nghich. Tt
d6, chung to6i suy ra tinh chinh quy kha nghich ctia n-vanh phai chinh quy trong
hé qua dudi day.

Hé qua 3.2.19. Moi n-vanh phdi chinh quy la vanh chinh quy khd nghich.

Mbi a-vanh phai nita nguyén t6 c6 dé phai bang khong 1a mot vanh chinh quy
manh [27, Proposition 4.6]. Tuong ty, ching toi cing chiing minh két qua tuong
ing ddi véi truong hop n-vanh phai chinh quy khong c¢6 modun con don.

Dinh 1y 3.2.20. Néu R la n-vanh phdi chinh quy cé Soc(Rg) = 0 thi R la vanh

chinh quy manh.

Chitng minh. Goi e la phan ti lity ding ctia R. Khi d6, eR(1 — e) = 0. That vay,
néu eR(1 — e) # 0 thi Soc(eR) # 0 béi vi B dé [3.2.7, diéu nay mau thuin. Ngoai
ra, néu (1 —e)Re # 0 thi ton tai 79 € R sao cho (1 — e)rge # 0. Xét dong cau
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B:eR— (1—e)R xac dinh béi B(ex) = (1 — e)rgex. Khi do, Im(8) # 0. Ap dung BS
dé [3.2.7, ta duge Im(B) < Soc((1 — €)R), dan dén Soc((1 — e)R) # 0, diéu nay mau
thudn. Vi vay, (1 —e)Re = 0. Do d6, e la phan tit lity ding tam ctia R. Vay, R 1a
vanh chinh quy manbh. O

Mot hé qua ctia Dinh 1y 3.2.20 trong truong hgp R la a-vanh phai duge phat
biéu nhu sau:

Hé qua 3.2.21. Néu R la a-vanh phdi chinh quy thi Soc(Rg) # 0 hodc R la vanh

chinh quy manh.

Nghién citu dic trung cidc n-vanh phai nguyéen t6 c6 dé phai khac khong, ching
toi c6 két qua:

Meénh dé 3.2.22. Cho R la vanh cé dé phdi khac khong. Khi dé, R la n-vanh phdi
nguyén to khi va chi khi vanh R la Artin don.

Chitng mianh. T gia thiét, R 1a vanh nguyén t6 nén suy ra R 1a vanh khong phan
tich duge. Néu R chita modun chinh phuong thi R 1a vanh Artin don béi He qua
[3.2.14] Nguge lai, gid st moi R-modun la khong chinh phuong, dan dén ton tai
ideéan phai cuc tieu S ciia R sao cho mdi idéan phai cuc tiéu (trung thanh) ctia R
dang cau véi S theo Dinh Iy . Tw tinh khong chinh phuong ciia cac médun
suy ra Soc(Rp) la idéan don. Trong truong hop nay, vi R la vanh nguyén t6 nén
R ciing 1a vanh chia. Vi vay, R 1a vanh Artin don. Ngugc lai, néu R 1a vanh Artin
don thi R la n-vanh phai nguyeén t6. O

Néu R 1a vanh Artin nita don thi vanh cidc ma tran vuong cap n trén R ciing
la vanh Artin nita don va ngudc lai. Cac tac gia Kosan, Quynh va Srivastava da
chting minh rang vanh R 1a Artin ntia don khi va chi khi vanh cac ma tran vuong
cap n trén R 1a a-vanh phai [27, Theorem 3.6]. Tuong tu nhu vay, ching t6i c6 két
qué lien quan dén tinh bat bién liy linh clia vanh ma tran M,,(R) nhu sau:

Dinh 1y 3.2.23. Cho s6 nguyén n > 1, vanh R la Artin nia don khi va chi khi
vanh ma tran M, (R) la n-vanh phdi.

Chitng minh. Vi R la vanh Artin nita don nén M, (R) cling 1a vanh Artin nita don.
Vay, M,,(R) la n-vanh phéi. Ngugc lai, dat S = M, (R) va goi {e;|]1 < i < n} la
tap hgp cac ma tran cua S, trong do e; la ma tran co vi tri (i,4) 1a 1, cac vi tri
con lai la 0. Khi do, S =115 @ €S @ - P ennS. V6i moi 1 <14, < n, xét anh xa
Gij : €S — e;;S xac dinh béi ¢i;(eiA) = (bgi)nxn, trong do6
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ay khi k=]
brr = . .
0 khi k#j

v A = (apg)nxn € S. Khi d6, ¢;; 1a S-dang cdu. Theo gia thiét, M,,(R) 14 n-vanh
phai nén suy ra e;S, i = 1,2,...,n la S-modun phai nita don béi Bé dé [3.2.6, Do
dé, S la vanh Artin nita don. Vay, R la vanh Artin nita don. ]

Chit y 3.2.24. Vanh s6 nguyén Z la n-vanh giao hoan. Tuy nhién, néu M, (Z)
1a n-vanh phéi thi Z la vanh Artin nita don, diéu nay mau thuan. Do d6, M,,(Z)
khong la n-vanh phai.

Trong trusng hgp R 1a vanh cac phép bién déi tuyén tinh trén vanh chia, ap
dung Dinh 1y [3.2.23, chiing t6i dua ra diéu kién tuong duong dé R 1a n-vanh phai.

Hé qua 3.2.25. Cho V la khong gian vecto trai trén vanh chia D. Khi do, vanh
cdc phép bién doi tuyén tinh R = End(pV) la n-vanh phdi néu va chi néu V la
khong gian vecto hitu han chiéu.

Chiing minh. Gia st pV 1a khong gian vecto vo han chiéu. Theo [30, Example
3.74A B, R khong la vanh ty ndi xa phéai. Do d6, R khong la vanh Artin nita don.
Miit khéc, vi V 1a khong gian vecto vo han chiéu nen V = DM Do d6, vV = v
v6i n € N, suy ra End(V) = End(V ™) = M,,(End(V)). Ma End(V) 1a n-vanh phai
nén M, (End(V)) la n-vanh phéi. Tit Dinh ly [3.2.23 ta suy ra R = End(V) la
vanh Artin nita don, mau thuan. Vi vay, V 1a khong gian vecto hitu han chiéu.
Ngugc lai, néu V 13 khong gian vecto hitu han chiéu thi V = D", n € N. Do do,
End(V) = End(D") = M, (D). Ma D la vanh chia nén D ciing la vanh Artin nita
don. Khi d6, theo Dinh 1y [3.2.23] ta két luan M, (D) la n-vanh phai. Vay, End(V)
la n-vanh phai. []

Trong dinh 1§ cudi ciing ctia phan nay, ching toi trinh bay két qua vé 6n dinh
hitu han ctia n-vanh phai.
Dinh 1y 3.2.26. Mdi n-vanh phdi la vanh on dinh hitu han.
Chiing minh. Goi R la n-vanh phai. Theo Dinh 1y3.2.13| ta ¢c6 R = S& T trong do
Sg la Artin nita don va T la khong chinh phuong. Khi dé,

M, (R) = M, (S @ T) = M,(S) & M,(T).

Ma S la vanh Artin ntta don nén M, (S) la vanh Artin nita don. Do do6, M, (S) la
vanh hitu han triyc tiép. Ta sé chiing minh M, (7) 14 vanh hitu han tryc tiép. Dat

T = Endr(E(Tr)). VI E(Tr) 1a modun khong chinh phuong nén T = Endr(E(Tr))
la vanh tya duo phéi (trai) béi Dinh 1y [1.2.2L Ly ¢t € T, goi ¢; : T — T xéac dinh
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béi ¢4(z) = tr véi moi x € T. Khi d6, ¢; 1a ty dong cau. Ma E(Tr) 1a modun noi
xa nén ton tai ty dong cau ¢; : BE(Tr) — E(Tr) 1a md rong clia ¢;. Xét anh xa
¢: T — T, trong d6 ¢(t) = @;. Ta kiém tra dudc ¢ 1a don cau vanh va ¢(17) = idy.
Vi vay, vanh T ¢6 thé duge xem nhu 14 vanh con ctia T (cting phan tit don vi) va
M., (T) 1& vanh con ctia ML, (T).

Goi {M;} 1a ho céac idean phai cyc dai ctia vanh tya duo T, suy ra méi M; la
idean hai phia va J(T) = (| M;. Khi d6, T/M; 1a vanh chia, dan dén M, (T/M;) 1a
vanh Artin don va hitu han tryc tiép. Xét dong cau vanh

o M (T) = [ [ M (T/M;).
Ta c6 Ker(p) = M, (J(T)) = J(M,(T)). Vi M,,(T/M;) 1a vanh hitu han tryc tiép
nén [ [, M, (T/M;) 1a vanh hitu han truc tiép. Do d6, M, (T')/J(M,(T)) la vanh hitu
han tryc tiép. Suy ra M, (T) 1a vanh httu han tryc tiép, dan dén M, (T) ciling 1a

vanh hitu han trie tiép. Vay, M, (R) 1a vanh hitu han tryc tiép hay R 1a vanh on
dinh htu han. ]

3.2.3. Modun bat bién liy linh trén vinh ma tran tam giac hinh thiic

Noi dung dinh 1y sau 1a dic trung ctia modun bat bién liiy linh trén vanh ma

tran tam giac hinh thiic.

Dinh ly 3.2.27. Cho K = (? A;) la vanh Artin trat va (X,Y, f) la K-modun
bat bién liy linh. Khi do,

(1) Y la S-modun bat bién liy linh.

(2) H={x € X|f(x®@m) =0, YVm € M} la R-modun bat bién liy linh.

Chitng minh. Vi K la vanh Artin trai nén R va S la cac vanh Artin tréi béi Dinh
Iy [1.3.43)

(1) Goi Yp 1a modun con bat ky clia Y va ¢ : Yy — Yy la S-tu dong cau liy
linh. Khi d6, biéu do

O®Rp M 0 Yo
0R1 s L2
X ®rM Y

la giao hoan nén (0, Yp,0) la modun con ciia K-modun (X,Y, f). Xét anh xa v =
(0,¢) : (0,Y,0) — (0,Yp,0). Khi do, v 1a K-ty dong cau liy linh cta (0, Yy, 0). Mat
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khac, vi (X,Y, f) 1 K-modun bat bién liy linh trén vanh Artin trai nén ton tai
K-ty dong cau lity linh 0 = (61, 62) ctia (X,Y, f) sao cho 6 14 md rong ctia v béi Bo
dé[1.3.24l Do d6, 6, : Y — Y 1a mé rong ciia ¢ va 6y 1a ty ddng cau liy linh cia
Y. Ap dung B6 dé[1.3.24] v 13 S-modun bat bién liy linh.

(2) Goi X la modun con tiy ¥ cia H va 3 : Xg — X 1a R-ty dong cau lay linh.
Suy ra (Xp,0,0) 1a modun con ciia K-modun (XY, f). Dat § = (5,0) : (Xo,0,0) —
(X0,0,0). Vi 813 R-ty dong cau liy linh clia Xy nén 6 1a K-ty dong cau liiy linh
clia (X,0,0). Ma (X,Y, f) 1a K-modun bat bién liiy linh nén ton tai ty dong cau
lity linh w = (w1, ws) clia (X,Y, f) sao cho w 1a md rong ciia ¢ béi B dé ,
nghia 13 biéu do sau giao hoan:

f

X®rM Y
w1®1ar w2
X®rM Y.

T dé suy rawgo f = fo(w ®1y). Lay x € H, ta c6 f(x®@m) =0 v6i moi m € M.
Ma wso f(x®@m) = fo(w ®1y)(x®@m) nén f(w(r)®m) =0, dan dén wi(z) € H.
Vivay, wi(H) < H. Viw; : X — X la mé rong cua 8 : Xo — X nén wi(xg) = S(zo)
v6i moi zg € Xy, suy ra wi|g(zg) = B(zo). Nhu vay, wi|g : H — H la md rong cia
B. Mt khac, vi w = (w1, ws) 1 ty dong cau liy linh ciia (XY, f) nén wy 1a ty dong
cau liy linh ctia X. Tt d6 dan dén w |y 13 tu dong cau liy linh ctia H. Vay, H 1a
R-modun bat bién lay linh. O

Tit Dinh 1y [3.2.27, ching t6i suy ra hé qua sau:
~ id R M N N 3 s e N N ? - N
Hé qua 3.2.28. Cho K = (O S) la vanh Artin trdi. Neu K la n-vanh phdi thi
S la n-vanh phdi va Ir(M) la idéan phdi bat bién liy linh cla R.

Chiing minh. Goi Y la idéan phai bat ky ctia S. Do K 1a n-vanh phai nén (0, Y, 0)
1a idean phai bat bién liy linh. Ap dung Dinh 1y [3.2.27, Y 1a idean phai bat bién
Ity linh. Do do6, S 1a n-vanh phai.

Vi K 1a n-vanh phéi nén (R, M @ S, f) 1a modun bat bién liy linh, trong do6
S-dong cdu f: Rog M — M & S véi f(x ®m) =am, v € R vam € M. Ap dung
Pinh 1y B.2.27

H={zxeR|f(x@m)=0,Yme M} ={x € R|zm=0,Ym € M} = Ir(M)

14 idean phai bat bién lfiy linh. Vay, Iz(M) la idéan phai bat bién lfiy linh cta
R. [
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N M
Ménh de 3.2.29. Cho K = (? S) la vanh Artin trar va (X,Y, f) la K-modun.

Néu Y la S-modun bat bién liy linh va H = {v € X | f(r®@m) = 0,Ym € M} la
R-maodun bat bién liy linh thy (H,Y,0) la K-modun bat bién liy linh.

Chiing minh. Gia st (Xo, Yo, fo) 1 modun con tuy y ctia (H,Y,0) va a = (g, a9) :
(Xo, Yo, fo) — (Xo, Y0, fo) 1a K-ty dong cau liy linh. Khi d6, a3 : Xg — Xp va
s 1 Yy — Y la cac tu dong cau liy linh. T biéu do giao hoan

fo

Xo QR M Yo
1®1ar L2
H®r M Y

chiing ta suy ra 10 fo = 00 (11 ® 1)) = 0, dan dén fy = 0. Theo gié thiét, K 1a vanh
Artin trai nén R va S ciing la cac vanh Artin trai. Vi H va Y 1a cdc modun bat
bién lity linh nén ton tai cac ti dong cau liiy linh 31 : H — H va 2 : Y = Y sao
cho 1 1a md rong clia aq va 2 1a md rong clia an béi Bo deé . Dat 5 = (51, B2),
suy ra 3 la mé rong clia a. Mat khéc, vi biéu do

HopM—2 Y
B1@1nm B2
Hop M —2 Y

Ia giao hoan nén 4 1 tu dong ciu liy linh cta (H,Y,0). Ap dung B6 dé [1.3.24]
(H,Y,0) la K-modun bat bién liy linh. O

Cho (X,Y, f) 1a K-modun, xét R-dong cau:

f:X — Homg(M,Y)

x— f(z): M =Y

m i f(z)(m) = f(z ©m).

Trong ménh dé tiép theo, chiing toi xac dinh diéu kién da dé K-modun (XY, f)
bat bién liiy linh.

N R M
Ménh deé 3.2.30. Cho K = (O S) la vanh Artin trdi va (X,Y, f) la K-modun

théoa man cdc dieu kién:
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(1) Y la S-modun bat bién liy linh.
(2) f lo ddng céu ciia cic R-modun.
(3) Tap {z € X | f(x ®@m)=0,Ym e M} =0.

Khi dé, (X,Y, f) la K-modun bat bién liy linh.

Chiing minh. Goi (Xo, Yo, fo) la médun con tuy y ctua (X,Y, f) va a = (a1, a2) :
(X(),Yo,f0> — (X(),Y(),f()) la K-tu déng cau lfly linh. Khi dé, ar : Xg = Xp, ag
Yy — Yo la céc tu dong cau liy linh va biéu do sau giao hoan:

Xo®pr M fo Yy
a1®1n Qs
XQ®rM Y.

Do do, ta c6 aso fo = fo (a1 ® 1)7). Vi Y la modun bat bién liiy linh nén ton tai
tu dong cau liy linh B2 : Y — Y sao cho 82 1a md rong clia ao.

Liy z € X, véi moi m € M, dat 6(m) = Bo(f(zr ® m)). Ta kiém tra dugc
0 : M — Y la S-dong cau. Theo gia thiét, f 1a ding cAu nen ton tai duy nhét
2/ € X sao cho f(z/) = 6. Khi d6, v6i moi m € M, ta co:

f(a @m) = fla)(m) = (m) = Ba(f (x @ m)).

Xét ty dong cau f1 : X — X xac dinh bdi By(x) = 2. Vi{z € X | f(x®@m) = 0,Vm €
M} =0 nén £ la R-ty dong cau lity linh va f o (81 ® 137) = B2 0 f. Do d6, bicu do
sau giao hoan:
/

X®@rp M Y
B1®@1nm B2
X®rM Y.

Diéu nay dan dén 8 = (81, 32) : (X,Y, f) — (X,Y, f) 1a K-ty dong cau liy linh.

Ching ta chitng minh 8; 14 md rong clia «. Vi moi 29 € X, m € M, tit dieu
kién ag o fo = fo (a1 ® 1p7) suy ra (az o fo)(zo ® m) = f(ag(zp) ® m). Ma f2 1a md
rong clia ag nén ag o fo(rg @ m) = P o folxg ® m). Lai co, (Xo, Yo, fo) < (X, Y, f)
nén fo(zo @ m) = f(zo ®m). Tt d6 dan dén By o fo(rg @ m) = P o f(xg @ m). Tu
dieu kién By o f = fo (B ® 1y7) suy ra S o f(zg @ m) = f(Bi(zo) ® m). Do do,
F(Bu(zo) @ m) = f(an(zo) ® m) hay f(Bi(x)) = flar(z0)). Vi f la déng cau nen
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B1(xo) = ai(xg) hay B1 la mé rong cua ap, suy ra § la md rong ciia «. Vi vay,
(X,Y, f) 1a modun bat bién lay linh. O

Dac biét, xem vanh K la K-modun trén chinh n6, K ¢6 dang (R, M & S, f),
trong d6 f: R®r M — M & S 1a S-ddng cAu. Ap dung Menh dé[3.2.30 ching toi
ducc két qua sau.

R M -~ 2 Z
Hé qua 3.2.31. Cho K = (0 S) la vanh Artin trai va f la dang cau cia

cdc R-modun. Néu modun con cia S-modun phdi M @& S la bat bién liy linh va
IrR(M)={re R|rm=0,Ym e M} =0 thi K la n-vanh phda.

KET LUAN CUA CHUONG 3
Trong chuong nay, ching to6i da chiing minh mot s6 két qua chinh nhu sau:

Trong phan thtt nhat, ching to6i chi ra cau tric ciia a-vanh phai I-hitu han.
Theo d6, mbi a-vanh phai I-httu han 1a tong truc tiép ctia mot vanh Artin nita don
va mot vanh nita hoan chinh co s6 (Dinh 1y . Hon nita, ching t6i chiing minh
rang moi a-vanh phai ntta hoan chinh c¢6 dé cét yéu khong phan tich duge, khong
la vanh don va c6 cac phan ti lity dang khong tam thuong 1a vanh tua Frobenius
(Dinh 1y . T két qua nay, ching toi két luan diéu kien du dé 16p a-vanh
phéi ciing la g-vanh phéi (Hé qua .

Trong phan thi hai, ching t6i phan tich mdi n-vanh phai thanh tong truc
tiép clia mot vanh Artin nita don chinh phuong day du vA mot vanh khong chinh
phuong phai trong Dinh 1y . Ching toi chi ra mdéi n-vanh phai c6 tinh chat
gian uée trong (Dinh 1y . Ngoai ra, ching toi chting minh rang méi n-vanh
phai chinh quy c6 dé phai bang khong 1a vanh chinh quy manh (Dinh ly .
Vé méi quan hé véi vanh Artin ntta don, ching toi khing dinh mot vanh R 1a
Artin nita don khi va chi khi vanh cidc ma tran vuong cap n trén R 1a n-vanh phai
véi n 1a s6 nguyen duong (Dinh 1y . Trong Dinh Iy , chiing toi khang
dinh mdi n-vanh phai én dinh hitu han. Khi khéo sat modun trén vanh ma tran
tam giac hinh thic K, ching toi chi ra ring néu K-modun (X,Y, f) bat bién liy
linh thi Y 1a S-modun bat bién liy linh va H = {z € X | f(r ®@m) = 0, Ym € M}
la R-modun bat bién liy linh (Dinh ly . Cubi ciing, trong Ménh dé ,
chiing toi chi ra diéu kién di dé K-modun (X, Y, f) bat bién liy linh, d6 1a: Y 13
S-modun bat bién liy linh, 4nh xa f: X — Homg(M,Y) véi f(z)(m) = f(z@m) 1a
dang cau R-modun va tap {z € X | f(x ®m) = 0,Ym € M} = 0.
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KET LUAN VA KIEN NGHI

1. Két luan

Mot s6 két qua chinh ching toi thu dugce trong luan an nhu sau:

(1) Dac trung 16p vanh coherent trai va hoan chinh phai thong qua tinh gié xa
anh ctia tich tryc tiép cdc modun xa anh (phing) (Dinh 1y [2.1.9).

(2) Diac trung 16p vanh ntta di truyén va S-vanh thong qua tinh gid xa anh cta
modun con hitu han sinh ctia modun phai (trai) phang (Dinh 1y [2.2.3)).

(3) Dic trung 16p vanh nita di truyén va I[-coherent thong qua tinh gia xa anh
ctia modun phai (trai) hitu han sinh xodn (Dinh 1y [2.2.5)).

(4) Dic trung 16p vanh di truyén va nita nguyén so thong qua tinh gia xa anh ctlia
modun con clia méodun phang hay tinh gid xa dnh ctia médun xoan (Dinh 1y

227 Dinh 1y[2.2.).

(5) Dac trung 16p vanh nita dia phuong thong qua tinh gid xa anh ctia modun
hitu han sinh nita nguyén thiy (Dinh 1y [2.3.2)).

(6) Khang dinh dic trung ctia 16p vanh Artin idéan chinh 1a 16p vanh c6 16p
modun gia xa anh trung véi 16p modun gia ndi xa (Dinh 1y .
(7) Mo ta cau triic ciia 16p a-vanh phai I-hitu han (Dinh 1y [3.1.4)).

(8) Nghién cttu cac a-vanh phai khong phan tich duge thong qua diéu kien Nakayama
va chiing minh 16p vanh nay ¢6 16p modun noi xa va xa dnh trung nhau (Dinh

Iy 3.1.13).

(9) Phan tich cac n-vanh phai thanh tdng tryc tiép ciia mot vanh Artin nita don
chinh phuong day du va mot vanh khong chinh phuong phai (Dinh 1y [3.2.13)).

(10) Khang dinh tinh chat gidn wéc trong ctia n-vanh phai (Dinh 1y [3.2.15)).

(11) Mo ta dac trung ciia modun bat bién liy linh trén vanh ma tran tam giac
hinh thic (Dinh 1y [3.2.27).
2. Kién nghi

Trong thai gian t6i, ching t6i sé xem xét moéi modun nita nguyén thiy gia xa
anh c6 suy ra dugc rang vanh 1a nita dia phuong hay khong. Ngoai ra, chiing to6i
tiép tuc nghién ctiu ciu trac clia n-vanh trong truong hop vanh 13 vanh ma tran
tam giac hinh thtc.
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