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MG DAU

1. Ly do chon dé tai

Khai niem modun noi xa duge Baer [4] gidi thieu dau tien vao
nam 1940. Mot modun M dude goi 1a noi xa néu moi dong cau ti
modun con A clia modun N dén M mdé rong duge dén dong cau tir
N vao M. Déi ngau véi khai niém noi xa la xa anh, duge Cartan
va Eilenberg [8] dua ra vao nam 1956. Mot modun M dugce goi la
xa anh néu véi moi médun A, véi mdi modun con X cia A, moi
dong cau ¢ : M — A/X c6 thé nang dén dong cau ¢ : M — A.

Mot trong cac md rong quan trong cua l6p modun noi xa la
16p médun tya ndi xa. Lép modun nay duge Johnson va Wong
[24] gidi thigu vao nam 1961, d6 1a 16p modun bat bién qua cac tu
dong cau ctia bao noi xa ctia n6. D6i ngau véi khai niém tya noi xa
la khéi niém tua xa anh. Khai niem nay da dugc Wu va Jans [51]
phat biéu vao nam 1967. Mot modun M dude goi la tua xa anh
néu véi méi modun con X ctia M, moi dong cau f: M — M/X
c6 thé nang dén tu dong cau ctia M.

Nam 1967, Singh va Jain [43] d& dua ra khai niem modun gia
noi xa, dé la mé rong cua 16p moédun tua noi xa. Mot modun M
dude goi 1a gid noi xa néu v6i moi modun con N ctia M, mdi don
cau tt N vao M md rong dén ty dong cau cia M. Nam 1969,
Dickson va Fuller [12] d& nghién citu 16p modun khong phan tich
duge tua noi xa. Xuat phéat tir két qua nay, Lee va Zhou [32] dua
ra khéi niem modun bat bién déng cAu vio nam 2013. Mot modun
la bat bién ding cau néu modun dé bat bién qua céc tu ding cau
ctia bao noi xa. Sau do6, Er, Singh va Srivastava [13] da chi ra rang
16p modun bat bién déng cau va 16p modun gia noi xa la tring

nhau. D6i ngau véi khai niem gia noi xa la gid xa anh. Trong [46],



mot modun M duge goi 1a gid xa anh néu véi moi modun A va
cac toan cau f, g : M — A thi luon ton tai ty dong cau h ctia M
sao cho f = g o h. Tiwary va Pandeya [46] da sit dung tinh chat
giad xa anh dé dac trung vanh Artin nita don va vanh hoan chinh
phai. Nam 2024, Trang va Dung [47] d& nghién cttu modun gid xa
anh dé dic trung vanh Artin ntta don va vanh ma trén tam giac
hinh thitc. Tuy nhién, nghién citu vé dic trung cic 16p vanh co
dién nhu vanh di truyén, nita dia phuong hodc Artin idéan chinh
thong qua 16p modun gid xa anh van con han ché. Xuat phat tu
diéu nay, luan an tap trung nghién citu tinh chat gid xa anh cta
modun nham dac trung mot s6 16p vanh co dién.

Tiép tuc nghién citu md rong ciia modun bat bién dang cau,
Kogan va Quynh [26] da gi6i thieu modun bat bién liy linh vao
nam 2017. Mot modun M duge goi 1a bat bién liy linh néu M
bat bién qua cic tir dong cau lity linh cia bao noi xa. Nam 2021,
Quynh, Abyzov va Tai [37] d& md rong cac tinh chat va doi ngau
khai niém trén. Trong luan 4n nay, ching toi sé tiép tuc nghién
ctu vé modun bat bién lity linh, cu thé la nghién ciu trén vanh
ma tran tam giac hinh thiec.

Nam 1969, Jain, Mohamed va Singh [22] d& nghién cttu cau
trac vanh thong qua tinh tya noi xa cta 16p idéan mot phia. Céc
tdc gid nay da dinh nghia 16p vanh ma méi idéan phai tya noi xa
la g-vanh phai, tir d6 dic trung duge vanh Artin nita don. Nam
2014, Singh va Srivastava [44] da gi6i thiéu a-vanh phai, do6 la
vanh ma mdi ideéan phai la bat bién déng cau. Nam 2016, Kosan,
Quynh va Srivastava [27] d& mo t& ciu tric clia moi a-vanh phai.
Mot cach ty nhién, ching toi dat ra van dé nghién citu 16p vanh

ma moi idéan phai 14 bat bién liy linh, ching toi goi 1a n-vanh



phai.

Tiép tuc nghién cttu 16p g-vanh, Hill [20] chiing minh rang mdi
g-vanh phai nita hoan chinh la tong truc tiép ctia mot vanh co s6
va mot vanh Artin nita don. Nam 2022, Quynh, Abyzov va Trang
[38] d&a nghién citu 16p vanh ma mdi idéan phai httu han sinh la
bat bién ding cau va goi d6 1a fa-vanh phai. Cac tac gia da xéc
dinh cAu tric ctia fa-vanh phai dudi dang vanh ma tran tam giac
hinh thiec.

Tit tinh chat ctia vanh béat bién ding ciu, moi phan tit lily
ding nguyén thiy la lity dang dia phuong, ta c6 mot vanh khong
chita tap vo han céc lity déing truc giao bat bién ding cau phai la
vanh ntta hoan chinh. Tuy nhién, tinh chat idéan bat bién dang
cau trong 16p a-vanh phai ntta hoan chinh, dic biét v6i dieu kien
I-httu han van chua dugce nghién ciu day du. T diéu nay dan
dén c6 thé nghién cttu 16p a-vanh phai I-hitu han thong qua vanh
nita hoan chinh co s8. Day ciing chinh 1a van dé nghién cttu clia
ching to61.

Trong luan an nay, ching toi nghién ctu cau tric cac vanh
thong qua tinh gid xa anh ctia cac modun va cau tric vanh ma
tran tam giac hinh thic véi diéu kien bat bién lfiy linh cta cac
modun. Bén canh d6, mot s6 dic trung ciia cac 16p vanh thong
qua tinh bat bién dang cAu va bat bién liy linh clia cac idéan mot
phia da dugc nghién citu va phat trién.

Tt nhitng két qua da dat dude vé 16p modun gid xa anh, 16p
modun bat bién déng cau va 16p modun bat bién liy linh, ching
to6i nhan thay ring dé nghién citu modun gia xa anh dic trung céc
vanh, nghién cttu modun bat bién Iy linh trén vanh ma tran tam

giac hinh thiic, nghién citu vinh ma méi idéan bat bién dang cau



va vanh ma moi idéan bat bién liy linh thi can phai tim hiéu 16p
modun noi xa cling cic md rong, ciing nhu 16p modun ddi ngau
clia n6. T do, ching toi chon dé tai luan 4n 13 “Tinh noi xa,
xa anh ctia médun va mét s6 16p vanh lién quan”.

2. Muc dich nghién ciu

- Xac dinh dic trung clia cac vanh c¢6 dién (nhu vanh hoan
chinh, ntta hoan chinh, di truyén, nita di truyén, nita dia phuong,
Artin idéan chinh) thong qua modun gié xa anh.

- Phan tich cau tric, dic trung clia a-vanh phai I-hitu han c6
dé cot yéu.

- Nghién cttu tinh chat ctia vanh ma moi idéan phai bat bién
liy linh vA modun bat bién liiy linh trén vanh ma tran tam giac
hinh thiec.

3. Déi tuong va pham vi nghién citu

D6i tugng nghién citu ctia luan 4n bao gom:

- Céc 16p modun nhu gid xa anh, bat bién dédng cau, bat bién
lay linh.

- Céc 16p vanh c6 dién nhu hoan chinh phéai, nita hoan chinh,
di truyén phai, nia di truyén phai, nita dia phuong, Artin idéan
chinh; cting véi cac 16p vanh ma trong d6 moi idéan phai 1a bat
bién diang cadu hodc bat bién lily linh va vanh ma tran tam giac
hinh thiec.

Pham vi nghién cttu dugc giéi han trong pham trut cac médun
phéi (trai), véi R 1a mot vanh két hop, c6 don vi, thuoc cac 16p
vanh co dién, 16p a-vanh, 16p n-vanh, vanh ma tran tam giac hinh
thic. Ngoai ra, ludn an ciing nghién cttu cac 16p modun: gia xa

anh, bat bién ding cau, bat bién liy linh.



4. Phuong phap nghién ctu

Dé tai nghién cttu thuoc linh vige khoa hoc co ban nganh toan
hoc. Trudc hét, ching toi doc cic tai lieu chuyén mon ciing véi cac
bai bao lien quan dén modun gid xa anh, modun bat bién déng
cau, modun bat bién lity linh ciing nhu cac 16p vanh ¢6 dién, 16p
a-vanh. Sau d6, ching t6i phan tich, xi 1f tai lieu, trao déi ¥ kién
v6i gidng vien huéng dan va cac chuyen gia dé khai thac, mé rong
van dé can nghién citu thong qua céc hoi thao, seminar. Ching toi
st dung cac phuong phap khéi quat hoa, so sanh, suy luan logic,
phan loai dé dé xuat nhitng van dé nghién ctu ctia dé tai.

5. Y nghia khoa hoc va thuc tién ctia dé tai

Dé tai da dua ra dic trung mot s6 16p vanh cd dién thong qua
tinh gid xa anh ctia modun; tiép tuc nghién ctu va mé rong 16p
a-vanh phai thong qua diéu kién I-hitu han, dua ra 16p vanh méi
13 n-vanh phai. Cac két qua vé tinh chat, dac trung, cau tric ciing
nhu méi quan hé giita n-vanh phai va cac 16p vanh khéc da bo sung
thém cac kién thitc vé 1y thuyét vanh. V6i cac két qua dat dugc,
c6 thé thay rang, viec nghien citu dé tai ¢6 § nghia quan trong
trong nghién citu Iy thuyét vanh va modun, lam phong pht thém
diic trung céc 16p vanh co dién, gép phan tao dong luc thic day
nhitng nguoi nghién cttu quan tam dén 1y thuyét vanh va modun.

6. Cau tric ctia luan an

Noi dung ctia luan 4n gom 3 chuong. Chuong 1 trinh bay mot
s6 kién thitc co ban trong 1y thuyét vanh va modun, can thiét
cho Chuong 2 va Chuong 3. Trong Chuong 2, chting t6i trinh bay
cac dac trung cia 16p vanh nita hoan chinh, vanh hoan chinh phai,
vanh ntta di truyén phai, vanh di truyén phai, vanh nita dia phuong

va vanh Artin idéan chinh thong qua modun gid xa anh. Két qua



chinh ctia ching toi trong chuong nay la khéng dinh ring mot
vanh la Artin idéan chinh khi va chi khi 16p moédun gid noi xa
trung véi 16p modun gid xa &nh (Dinh 1y 2.3.3). Trong chuong 3,
chiing toi nghién citu cau triic ciia 16p a-vanh phai véi diéu kien
I-hitu han va xac dinh diéu kien dé 16p vanh nay 1a tua Frobenius
(Dinh 1y 3.1.13). Ching t6i dinh nghia n-vanh phai 1a mot vanh
ma moi idéan phai 1a bat bién liy linh. Dong thoi, ching toi khao
sat cac tinh chat va sy phan tich ctia n-vanh phai. Mdi n-vanh
phéi I tong truc tiép clia mot vanh Artin nita don chinh phuong
day da vd mot vanh khong chinh phuong phai (Dinh ly 3.2.13).
Ngoai ra, modun bat bién liiy linh trén vanh ma tran tam giac

hinh thic cling duge xem xét trong phan nay.



CHUGNG 1. KIEN THUC CHUAN BI

Trong chuong nay, ching toi nhic lai nhitng khéi niém va mot

s6 tinh chat co ban dude st dung trong luan an.
1.1. Mot s6 ky hiéu va khai niém lién quan

Véi vanh R cho trudc, chiing toi ky hieu My (rM) dé chi M
1a R-modun phai (tuong ting, trai). Khi dé cap dén R-modun M,
chiing to6i quy uéc d6 1a R-modun phéi va viet M thay vi Mpg.
V6i M, N la cic R-modun, dong cau tit M dén N duge hiéu la
dong cau R-modun; tap hop cac R-dong cau modun tit M dén
N duge ky higu 1a Homg(M, N). Dé chi tap céc ty dong cau
cia R-modun M ta dung ky hiéu Endgr(M), hoac don gian la
End(M). Can Jacobson, dé ciia modun M duge ky hiéu tuong
tng 1a Rad(M) va Soc(M), dic biet, J(R) duge ding dé ky hiéu
cho can Jacobson ctia vanh R; Soc(Rpg), Soc(rR) tuong tng ky
hiéu cho dé phai va dé trai ciia vanh R.

Cho M 1a mot R-modun phéi va tap @ # X C M. Linh hoa
ti phai cia X trong R duge ky hiéu la rr(X) va duge xac dinh:

rr(X)={reR|azr=0,z € X}.

Khi X = {z}, ta viét rg(x). Ta ¢6 rr(X) 1a mot idean phéi cla
vanh R. Hon nita, néu X 1a modun con ctia M thi rg(X) 1a mot
idéan cta R. Linh hoéa t trai cia X trong R duge ky hiéu la
[r(X) va dugc dinh nghia tuong tu [1, tr. 172-173].

Modun con K ctia M duge goi 1a cot yéu (hay ldn) trong M, ky
hieu K<®M, néu v6i moi modun con L < M théa man KNL =0
thi L = 0. Mot don cau a : M — @Q dugc goi 1a don cau cot yéu

néu Im(a) < Q. Dbi ngau véi khéi niem cot yéu, modun con K



ctia M dugce goi 1a doi cot yéu (hay bé) trong M, ky hieu K < M,
néu v6i moi modun con L < M sao cho K + L = M thi L = M.
Mot toan cau o : M — Q dude goi 1a toan cdu doi cot yéu néu
Ker(a) < M [25, Definition 5.1.1].

Modun M dudgc goi 1a khong chinh phuong néu M khong chita
tong truc tiép ciia hai modun con khéac khong dang cdu. Modun M
duge goi 1a chinh phuong day di néu moi modun con khac khong
ctia M chita nghiém chinh phuong khac khong [33, Definition 2.34].

Modun P dugce goi 1a hitu han biéu dién duge néu ton tai day
khép 0 - K — F — P — 0, trong d6 F' la médun tu do ¢6 hang
hitu han va K 13 modun hitu han sinh [30, Definition 4.25].

Modun M duge goi 1a nia nguyén thiy néu Rad(M) = 0 [21,
pp. 107].

Modun M dude goi la c¢é tinh chat gidn wdc trong néu tit
M = Ay & By = Ay ® By v6i A; & A suy ra B; & By (33,
Definition 1.22].

Vanh R dugc goi 1a on dinh hitu han néu vanh ma tran M, (R)
1a hitu han tryc tiép [30, pp. 5].

1.2. Cac md rong ciia moédun ndi xa va xa anh

Modun M duge goi 1a N-ngi za néu v6i moi modun con A
ciia N thi moi dong cau f : A — M mé rong dén dong cau

f: N — M, nghia la biéu do sau day giao hoan:

0 N

A s
lf k//};
M

Modun M dude goi 1a noi za néu M 1a N-noi xa v6i moi

modun N. Bén canh d6, Baer da dua ra mot tiéu chuan dé xét



tinh noi xa cla cac modun ma ta thuong goi 1a “Tiéu chuan Baer”.
Theo d6, médun M 1a noi xa khi va chi khi médun M 1a Rr-noi
xa [34, pp. 6, 8].

V6i modun M, mot don cau o : M — Q dugde goi 1a bao noi
za ctia M néu @ la modun noi xa va « 1a don cau cot yéu. Ta ky
hiéu bao noi xa ctia modun M 1a E(M) [34, pp. 6].

Mbodun M duge goi la bat bién ding cau néu f(M) < M vé6i
moi ti ding cau f ctia bao noi xa F(M) [32, Definition 1].

Modun M duge goi la bat bién liy linh néu f(M) < M véi
moi ty dong cau liiy linh f ctia bao noi xa E(M). Mot vanh R
dugc goi 1a bat bién liy linh phdi néu Ry 13 modun bat bién liy
linh [26, pp. 2776].

Madun M duge goi 1a A-za dnh néu v6i moi modun con X clia
A, moi dong cau ¢ : M — A/X nang dén dong cau ¢ : M — A,

nghia la biéu do sau day giao hoan:

e I

AT 5 A/X — 0

Moédun M duge goi 1a za dnh néu M la A-xa anh véi moi
modun A. Modun M dude goi 1a tua za dnh néu M 1a M-xa anh
[33, Definition 4.29].

Modun M dude goi 1a ¢id za dnh néu moi modun A va cac
toan cau f, g : M — A thi luon ton tai tiy dong cau h: M — M
sao cho f = g o h, nghia I biéu do sau giao hoan [46, Definition

1.1]
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Modun P dugde goi 1a phi za dnh clia modun M néu ton tai
toan cau p: P — M sao cho P la modun xa anh va Ker(p) < P
[34, pp. 261]. Modun P dugc goi 1a phi gid xa dnh cia médun M
néu ton tai toan cau p : P — M sao cho P la modun gid xa anh
va Ker(p) < P [47, pp. 1399].

1.3. Mot s6 16p vanh lién quan

Dinh nghia 1.3.5 ([1, tr. 146]). Mot vanh R dugde goi 1a nida dia
phuong néu vanh thuong R/J(R) 1a Artin nita don.

Dinh nghia 1.3.6 ([1, tr. 150]). Mot vanh R dudc goi 1a nia hoan
chinh néu R la nita dia phuong va moi phan tit liiy ding nang
duge modulo J(R).

Dinh nghia 1.3.7 ([20, pp. 114]). Cho R la vanh ntta hoan chinh
va e € R la phan tit lily ding nguyen thiy. Ta néi ring e c¢6 chi
56 h néu trong moi sit phan tich clia Ry thanh tong tryc tiép clia
cac modun khong phan tich duge thi c6 ding h hang tit tric tiép
ding cau véi eR.

Néu R la vanh nita hoan chinh thi ton tai mot tap day da cac
phan tit lily déng dia phuong tric giao {eq, e, ...,en}. Gid st
{e;R/e;J(R)| 1 <i < n} latap hop dai dien day du cac 16p déng
cau ctia R-modun don. Khi do, {e1, es, ..., e, } dude goi 1a tap liy
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ddang co sd cia R. Néu e = e; + eg + - - - + e, thi vanh eRe dudc
goi 1la vanh co sd cia R. Mot vanh R duge goi la nia hoan chinh
co sd néum = n, nghiala, 1 = e; + ez +- -+ ey, trong do {e; }-,
la tap lity ding co s6 gom cac phan tit lily ddng dia phuong [34,
pp. 62, 260].
Dinh nghia 1.3.12 ([34, pp. 269]). Mot vanh R dudc goi la hoan
chinh phdi néu R 1a nita hoan chinh va idean J(R) la T-liy linh
phéi.
Dinh nghia 1.3.15 ([16, pp. 340]). Mot vanh R dudc goi 1a nia
di truyén phdi néu moi idéan phai hitu han sinh ctia R la xa anh.
Diéu nay ciing tuong duong v6i moi modun con hitu han sinh ctia
R-modun xa anh 1a xa anh. Mot vanh R dugc goi 1a nia di truyen
néu R la vanh ntta di truyén trai va phai.

Mot vanh R dudc goi 1a di truyén phdi néu moi idéan phai clia
R 1a xa anh. Diéu nay ciing tuong duong v6i moi modun con clia
R-modun xa anh 1 xa anh. Mot vanh R dudc goi 1a di truyén néu
R 1a vanh di truyén trai va phai.
Dinh nghia 1.3.17 ([36, pp. 547]). Mot vanh R duge goi 1a S-vanh
phdi néu mdi R-modun hitu han sinh phing 1 xa anh.
Dinh nghia 1.3.19 ([7, pp. 72-73]). Modun M dugc goi la coherent
néu mdi méodun con hitu han sinh ciia M 1a hitu han biéu dién
duge. Mot vanh R dudce goi 1a coherent phdi néu Rp 1a modun
coherent. Mot vanh R dudc goi 1a IT-coherent phdi néu mdi modun
con hitu han sinh ctia tich triyc tiép mot ho tiy ¥ cac ban sao clia
R 13 hitu han biéu dién duge. Vanh R dugc goi 1a IT-coherent néu
R 1a II-coherent trai va Il-coherent phai.

Dinh nghia 1.3.22 ([1, tr. 129]). Mot vanh R dugdc goi 1a nia
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nguyén so néu R 1a nita dia phuong va J(R) 1a idéan liiy linh.
Dinh nghia 1.3.25 ([34, pp. 20]). Mot vanh dugce goi la tua Frobe-
nius néu né la vanh Artin hai phia va ty noi xa hai phia.

Cac tac giad Faith va Walker da dua ra mot dic trung vé vanh
tua Frobenius, d6 13 16p vanh ma méi modun xa anh 13 noi xa va
ngudc lai, cu thé nhu sau:

Dinh 1y 1.3.26 ([14, Theorem 24.20]). Cho R la vanh. Khi do,
cdc phdt biéu sau day la tuong duong:

(1) Vanh R la tua Frobenius.
(2) Moi R-modun noi za la xa dnh.
(8) Moi R-modun xa dnh la noi zq.

Tu cac két qua nghien citu ctia Fuller, Faith, Byrd ([6], [14],
[15]), ching ta khing dinh ring trén vanh Artin idéan chinh, 16p
modun tya xa dnh va 16p modun déi ngau la trung nhau. Ching
toi nhac lai két qua nay trong dinh 1y tiép theo.

Dinh 1y 1.3.27 ([6], [14], [15]). Cdc diéu kién sau la tuong duong
doi vdi vanh R:

(1) Vanh R la Artin idéan chinh.

(2) Moi R-modun tua noi za la tua xa dnh.

(8) Moi R-modun tua za dnh la tua noi zq.

(4) Moi vanh thuong cia R la vanh tua Frobenius.

Dinh nghia 1.3.40 ([44, pp. 13]). Mot vanh R dugce goi 1a a-vanh

phdi néu mdi idéan phai clia R 1a bat bién dang cau.
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CHUONG 2. LOP MODUN GIA XA ANH VA
CAC VANH LIEN QUAN

Trong chuong nay, ching t6i nghién citu modun gid xa anh

trén cic 16p vanh co dien.

2.1. Modun gia xa anh trén vanh nita hoan chinh, vanh

hoan chinh

Dic trung ctia vanh hoan chinh phai thong qua phu gia xa anh
ctiia modun nhu sau:
Dinh ly 2.1.5. Vanh R la hoan chinh phdi khi va chi khi modun
M ®F c6 phi gid xa dnh, trong dé M la R-modun nita don va F
la R-modun tv do.

Trong dinh 1y sau, ching toi dac trung S-vanh phai thong qua
tinh gi& xa anh va tinh tya xa dnh ctia modun.
Dinh 1y 2.1.6. Cho R la vanh. Khi dé, cic diéu kién sau la tuong
duong:

(1) R la S-vanh phds.
(2) Méi R-modun hitu han sinh phdang la tua za dnh.
(3) Méi R-modun hitu han sinh phing la gid za dnh.
Dinh nghia 2.1.8. Modun M dudgc goi 1a II-gid za dnh néu tich
tryc tiép ciia mot ho tuy ¥ cdc ban sao ciia M 1a gid xa anh.
Chiing toi cling chi ra dic trung vanh bang cich xem xét tinh
gid xa anh ctia tich tryce tiép cAc modun xa anh (phing).

Dinh 1y 2.1.9. Cho R la vanh. Khi dé, cic diéu kién sau la tuong
duong:
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(1) Vanh R la coherent trai va hoan chinh phdi.

(2) Tich truc tiép mot ho bat ky cdc ban sao cia R la R-modun

xa anh.
(3) Tich tryc tiép ciia cac R-modun za dnh la gid xa dnh.
(4) Tich truc tiép cia cic R-modun phing la gid za dnh.
(5) Moi R-modun za dnh la II-gid za dnh.

2.2. Médun gia xa anh trén vanh nia di truyen, vanh di
truyén

Dinh 1y sau la dic trung vanh nita di truyén phai thong qua
tinh gid xa anh ciia modun con hitu han sinh ctia moédun xa édnh
va idéan phai chinh trong vanh tir dong cau ciia modun ti do.
Dinh 1y 2.2.1. Cdc khding dinh sau la tuong duong doi vdi vanh
R:

(1) R la vanh nia di truyén phdi.

(2) Moi modun con hitu han sinh cia R-moédun za dnh la gid za

anh.
(8) Véi moi R-modun hiu han sinh tu do F, moi idéan phdi

chinh cia S = End(F) la S-modun gid xa dnh.

Sau day la dic trung clia 16p vanh vita 1a ntta di truyén phai
(trai), vita la S-vanh phai (trai) thong qua tinh gid xa anh cia

modun.

Dinh 1y 2.2.3. Cdc diéu kién sau la tuong duong doi vdi vanh R:

(1) R la nia di truyén phdi va S-vanh phdi.
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(2) R la mia di truyén trdi va S-vanh trai.

(3) Méi modun con hitu han sinh cia R-modun phdi phdang la

gia xa anh.

(4) M&i modun con hitu han sinh ciia R-modun trdi phdng la gid

za anh.

Chiing toi ciing nghién cttu ddc trung vanh nita di truyén va
II-coherent thong qua tinh gia xa anh ctia modun phai (trai) hiu

han sinh xoén va dude két qua sau.

Dinh 1y 2.2.5. Cdc khang dinh sau la twong duong doi vdi vanh
R:

(1) R la nita di truyén va Il-coherent.

(2) Méi R-modun phdi hiu han sinh xodn la za danh.

(3) Méi R-modun phdi hitu han sinh zodn la gid xa dnh.
(4) Méi R-modun trdi hitu han sinh zodn la Ta dnh.

(5) Moi R-modun trdi hitu han sinh xodn la gid xa dnh.

Dinh 1y 2.2.1 cho thay ring vanh ntta di truyén cé thé dac
trung thong qua tinh gia xa anh ctia modun con hitu han sinh ctia
modun xa anh. Khi mé rong diéu kién nay sang modun con bat
k¥, ching toi thu duge dac trung vanh di truyen.

Dinh 1y 2.2.6. Cho vanh R. Khi dé, cic dieu kién sau la tuong
duong:

(1) Vanh R la di truyén phd.

(2) Méi modun con cia R-modun za dnh la gid xa dnh.
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(8) Moi idéan phdi chinh cia S = End(F) la gid za dnh vdi F
la R-modun tu do.

Tt Dinh 1y 2.2.6, néu xét cac modun phang thay vi modun
xa anh, ching toi chitng minh dude rang vanh di truyén va nia
nguyén so ¢ thé duge dic trung thong qua tinh gid xa anh cta

moi modun con cia modun phing.

Dinh 1y 2.2.7. Cdc phdt biéu sau la tuong duong doi vdi vanh R:
(1) R la di truyén va niia nguyén so.
(2) R la hoan chinh phdi va di truyén phdi.
(3) R la hoan chinh trai va di truyén trdi.
(4) Méi modun con ciia R-modun phdi phing la gid za dnh.
(5) Méi modun con ciia R-modun trdi phing la gid za dnh.

Ching t6i cing xac dinh duge dac trung vanh thong qua tinh

gid xa anh ctia modun xoan.

Dinh 1y 2.2.8. Cho R la vanh. Khi dé, cdic khing dinh sau la
tuong duong:

(1) R la di truyén va niia nguyén so.

(2) Méi R-modun phdi zoan la xa dnh.

(3) Moi R-modun trdi zoan la xa dnh.

(4) Moi R-modun phdi zoan la gid xa dnh.

(5) Méi R-modun trdi zodn la gid za dnh.
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2.3. Mddun gia xa anh trén vanh nita dia phuong va vanh
Artin idéan chinh
Trong dinh ly sau, chiing t6i dwa ra dac trung vanh ntta dia
phuong thong qua tinh gid xa anh cia cidc modun hitu han sinh
nita nguyén thuy.
Dinh 1y 2.3.2. Cidc phat biéu sau la tuong duong doi vdi vanh R:
(1) R la nia dia phuong.

(2) Moi R-modun hitu han sinh nia nguyén thiy la modun Artin.

(8) Moi R-modun hitu han sinh nita nguyén thiy la gia za dnh.
Ngoai ra, néu dieu kién (1) dugc théa man thi ba dieu kién
trén cung tuong duong khi zét trén cac R-modun trdi.

Faith va Walker da dac trung vanh tya Frobenius la vanh ma
moi modun xa anh ciing 1a noi xa v ngudc lai. Dya trén cac két
qua ctia Fuller, Faith va Byrd (Dinh 1y 1.3.27), ta thiy ring tréen
vanh Artin idéan chinh, modun tya xa anh tring v6i modun doi
ngau. Tt d6, ching toi khao sat diéu kien dé modun gid xa anh
triung véi modun gid noi xa. Két qua duge néu trong dinh 1y sau.
Dinh 1y 2.3.3. Cho vanh R. Khi do, cic khang dinh sau la tuong
duong:

(1) Vanh R la Artin idéan chinh.

(2) Méi R-médun phdi gid za dnh la tua noi za.
(8) Moi R-modun phdi gida xa dnh la gid noi za.
(4) Moi R-modun phdi gid noi za la tua xa dnh.

(5) Moi R-modun phdi gid noi za la gid xa dnh.
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CHUONG 3. LOP A-VANH VA
TONG QUAT HOA

Trong chuwong nay, chiing toi sé nghién cttu 16p vanh ma moi
idean phai 1a bat bién ding ciu véi diéu kien I-hitu han. Chiing
toi dinh nghia 16p vanh ma moi idéan phai ctia vanh 14 bat bién
Ifiy linh va goi n6 14 n-vanh phai. Mot s6 tinh chat va cau tric

cua 16p vanh nay cling duge nghién cttu.
3.1. Lép a-vanh phai

3.1.1. Lép a-vanh phai I-hiu han
Dinh 1y sau day la sy phan tich ctia a-vanh phai I-httu han.
Dinh 1y 3.1.4. Méi a-vanh phdi I-hitu han la tong truc tiép cia
mot vanh Artin nda don va moét vanh nida hoan chinh co sd.
3.1.2. Lép a-vanh phai nita hoan chinh cé dé cét yéu
Trong phan nay, ching toi xét R 14 a-vanh phai [-hitu han
sao cho méi ideéan phai cyc tiéu 1a linh héa tit phai, Soc(Rg) =
Soc(rR) = S <¢ Rg. Ching t6i nghién ctu a-vanh phai I-httu
han khong phan tich dugc thong qua hoan vi Nakayama va di dén
két luan dieu kien du dé 16p vanh nay la tua Frobenius.
Dinh ly 3.1.13. Néu R la vanh khong phan tich duoc, khong la
vanh don va ¢6 cdc phan tii liy ddang khong tam thuong thi R la

vanh tua Frobenius.
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3.2. Vanh ma madi idéan phai bat bién liy linh

3.2.1. Dinh nghia va cac tinh chéat

Dinh nghia 3.2.1. Mot vanh R dugc goi 1a n-vanh phdi néu moi
idéan phai cia R 1a bat bién liy linh.

Vi du 3.2.3. (1) M6i mién nguyén R la n-vanh ma khong la
a-vanh.

(2) Cho Q =II°, F; trong d6 F; = K la trudng véi moi ¢ € N
va [K| > 2. Goi R la vanh con ctia @ dudc sinh bdi @52, F; va 1¢.
Khi d6, R 1a n-vanh ma khoéng 1a a-vanh.

Ching t6i cuing xac dinh duge dic trung clia n-vanh phai lién
quan dén idéan phai cot yéu.

Ménh dé 3.2.4. Cdc phdt biéu sau la tuong duong doi vdi vanh
R:

(1) R la n-vanh phdi.
(2) Moi idéan phdi cot yéu cia R la bat bién liy linh.

(3) Vanh R la bat bién liy linh phdi va moi idéan phdi cot yéu
cta R la T-modun trai, trong do T la vanh con cia R ¢6 tap
sinh la phan ti don vi va cdac phan ti liy linh cia R, ma cdc
phan ti lay linh nay md rong dugc thanh cdic tu dong cdu
lay linh cia bao noi ra E(RR).

Sau day, chiing toi trinh bay thanh phan thuan nhat khong
don ctia n-vanh phai.
Dinh 1y 3.2.8. Mdi n-vanh phdi R c6é hitu han thanh phan thuan
nhat khong don va moi thanh phan nay cé tap chi sé hitu han. Hon

nia, moi thanh phan thuan nhat khong don cia R la noi za.
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3.2.2. Sy phan tich ctia n-vanh phai va cac vanh lién quan
Két qua sau day trinh bay sy phan tich ctia n-vanh phai thanh
tong truc tiép clia hai vanh cé cau tric khac nhau. Két qua nay
¢6 ¥ nghia trong nghién cttu n-vanh phai, dac biét 1a ching minh
cac tinh chat phiic tap.
Dinh ly 3.2.13. Mdi n-vanh phdi la tong truc tiép cia mot vanh
Artin nita don chinh phuong day di va mot vanh khong chinh
phuong phas.

Thong qua tinh chat gidn u6c trong ctia vanh Artin nita don
va vanh khong chinh phuong, chiing toi két luan tinh chat gian
uéce trong ctia n-vanh phai.

Dinh ly 3.2.15. Moi n-vanh phdi cé tinh chat gidn wdc trong.

Madi a-vanh phai ntta nguyén t6 c¢6 dé phai bang khong 1a vanh
chinh quy manh. Tuong tu, ching to6i cling chiing minh két qua
nay doi v6i truong hop n-vanh phai chinh quy khong c6 modun
con don.

Dinh ly 3.2.20. Néu R la n-vanh phdi chinh quy cé Soc(Rg) = 0
thi R la vanh chinh quy manh.

Nghién cttu dic trung cac n-vanh phai nguyen t6 c6 dé phai
khac khong, ching toi c¢6 két qua:

Ménh dé 3.2.22. Cho R la vanh cé dé phdi khdc khong. Khi do,
R la n-vanh phdi nguyén to khi va chi khi vanh R la Artin don.

Dinh Iy sau day la tinh bat bién liiy linh ctia vanh ma tran
M, (R).

Dinh ly 3.2.23. Cho s6 nguyén n > 1, vanh R la Artin nia don
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khi va chi khi vanh ma tran M, (R) la n-vanh phdi.

Mot cach tuong tu nhu a-vanh phai, ching toi kiém tra tinh
hitu han tric tiép clia vanh cdc ma tran vudng cap n trén n-vanh
phai vi khang dinh mdi n-vanh phai 6n dinh hitu han.

Dinh 1y 3.2.26. Mdi n-vanh phdi la vanh on dinh hitu han.
3.2.3. Médun bat bién liy linh trén vanh ma tran tam
giac hinh thic

Dinh 1y sau day 1a dic trung cia modun bat bién liy linh trén
vanh ma tran tam giac hinh thiic.

Dinh 1y 3.2.27. Cho K = (1: A;) la vanh Artin trdi va
(X,Y, f) la K-modun bat bién liy linh. Khi do,
(1) Y la S-modun bat bién ldy linh.

(2) H={z € X|f(x®@m) =0, Vm € M} la R-médun bat bién
liy linh.
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KET LUAN VA KIEN NGHI

1. Két luan

Mot s6 két qua chinh ching toi thu duge trong luan 4n nhu

Sau:

(1) Dac trung 16p vanh coherent trai va hoan chinh phéi thong
qua tinh gid xa 4nh ctia tich tryc tiép cdc modun xa anh
(phang) (Dinh 1y 2.1.9).

(2) Dac trung 16p vanh nita di truyén va S-vanh thong qua tinh
gid xa adnh clia modun con hitu han sinh ctia médun phai
(trai) phang (Dinh ly 2.2.3).

(3) Dic trung 16p vanh ntta di truyén va II-coherent thong qua
tinh gid xa 4nh ctia modun phai (trai) hitu han sinh xoan
(Dinh Iy 2.2.5).

(4) Dac trung 16p vanh di truyén va nita nguyén so thong qua
tinh gid xa anh ctia modun con ctia médun phéng hay tinh

gi& xa anh ctia modun xoén (Dinh 1y 2.2.7, Dinh 1y 2.2.8).

(5) Dic trung 16p vanh nita dia phuong thong qua tinh gid xa
anh ctia modun hitu han sinh nita nguyén thiy (Dinh ly
2.3.2).

(6) Khang dinh dic trung ctia 16p vanh Artin idéan chinh 1a 16p
vanh ¢6 16p moédun gid xa anh trung véi 16p modun gid noi
xa (Dinh ly 2.3.3).

(7) Mo ta cau tric cta 16p a-vanh phai I-hitu han (Dinh 1y
3.1.4).
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(8) Nghién cttu cac a-vanh phai khong phan tich duge thong
qua diéu kien Nakayama va chiing minh 16p vanh nay c6 16p

modun nodi xa va xa anh trung nhau (Dinh 1y 3.1.13).

(9) Phan tich cac n-vanh phai thanh tong tryc tiép ciia mot
vanh Artin nita don chinh phuong day d va mot vanh khong
chinh phuong phéi (Pinh ly 3.2.13).

(10) Khing dinh tinh chat gian udc trong clia n-vanh phai (Dinh
1§ 3.2.15).

(11) Mo ta ddc trung cia modun bat bién liy linh trén vanh ma
tran tam giac hinh thic (Dinh 1y 3.2.27).

2. Kién nghi

Trong thoi gian t6i, ching t6i sé xem xét mdéi modun nta
nguyén thily gid xa anh c6 suy ra dugc rang vanh la nita dia
phuong hay khong. Ngoai ra, ching toi tiép tuc nghién cttu cau
trac ctia n-vanh trong truéng hgp vanh la vanh ma tran tam gidc
hinh thie.
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